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摘 要

摘摘摘 要要要

不可约的 Coxeter系统 (W,S)中 坡-函数值为 1的元素构成一个双边胞腔 C1，

本文给出 C1 的胞腔表示的一个刻画，称为 (A1)条件：任意一对满足 mrt < ∞
的 r, t ∈ S没有特征值为 −1的公共的特征向量。特别地，W 的几何表示的不可

约商是 C1给出的胞腔表示的商。

在 (A1) 条件下，我们引入一类表示 (文中称为 IR-表示)，可视为几何表
示的推广，S 中的每个元素在这类表示上的作用为一个“反射”。通过考察 W

的二面体子群的表示的“粘合”，我们可以借助一些图的同调群的特征标得到

IR-表示的分类。
与几何表示类似，可通过判断某个矩阵是否可逆来判断一个不可分解的 IR-

表示是否不可约，且当它可约时，W 在其真子表示上的作用是平凡的。与几何

表示不同的是，IR-表示上不一定存在群作用不变的双线性型。我们确定了这样
的双线性型存在的充要条件。

对 Coxeter图中不含或只含有一个回路的单连丝型 Coxeter群，文中证明了
C1 给出的胞腔表示的不可约商都是 IR-表示的不可约商，从而这类 Coxeter 群
坡-函数值为 1的不可约表示都被确定了。

在对 IR-表示结构的考察中，我们受到启发，利用图的拓扑结构构造出一些
Coxeter 群的无穷维不可约表示。据此我们猜测一个 Coxeter 群具有无穷维不可
约表示当且仅当它不是有限群和仿射Weyl群。
最后考虑秩为 3的双曲型 Coxeter群几何表示的张量积，由于该群在几何表

示下的像的 Zariski闭包为 A1型简约群 O3(C)，张量积的半单分解遵循 Clebsch-
Gordan的模式。

关关关键键键词词词：：：Coxeter群，胞腔表示，IR-表示，无穷维表示，几何表示的张量积
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Abstract

Abstract

Elements of 坡-function value 1 in an irreducible Coxeter system (W,S) form a
two-sided cell C1. In this dissertation we give a description of the cell representation
provided by C1, which is called the condition (A1): for any r, t ∈ S satisfyingmrt <∞,
there is no common eigenvector of them with eigenvalue −1. In particular, the simple
quotient of the geometric representation is a quotient of the cell representation provided
by C1.

Under the condition (A1), we introduce a class of representations (called IR-
representations in this dissertation), which can be viewed as a generalization of the
geometric representation. Each element in S acts on them by a “reflection”. By in-
vestigating the “gluing” of representations of dihedral subgroups of W , we obtain the
classification of IR-representations with the help of characters of the homology groups
of certain graphs.

Similar to the geometric representation, the irreducibility of an indecomposable
IR-representation can be decided via the non-degeneracy of certain matrix. When it
is reducible, the actions of W on its proper subrepresentations are all trivial. How-
ever, different to the geometric representation, there might not be a bilinear form on
an IR-representation invariant under the action of W . We determine the necessary and
sufficient condition for such bilinear form to exist.

It is proved that, for a simply laced Coxeter group with no circuits or only one cir-
cuit in its Coxeter graph, all of the simple quotients of the cell representation provided
by C1 are simple quotients of IR-representations. Therefore, for such Coxeter groups,
all irreducible representations of 坡-function value 1 are determined.

In the investigation of IR-representations, we are inspired to construct some infi-
nite dimensional irreducible representations of some Coxeter groups utilizing the topol-
ogy of certain graphs. Accordingly we conjecture that a Coxeter group has irreducible
representations of infinite dimension if and only if it is not a finite group and an affine
Weyl group.

At last, we consider tensor products of the geometric representation of hyperbolic
Coxeter groups of rank 3. Since the image of such groups under the geometric repre-
sentation has Zariski closure isomorphic to O3(C), which is a reductive group of type
A1, the semisimple decompositions of the tensor products abide by the Clebsch-Gordan
rule.

Key Words: Coxeter groups, cell representations, IR-representations, infinite dimen-
sional representations, tensor products of the geometric representation
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第 1章 前言

第第第 1章章章 前前前言言言

1.1 背景与历史

欧氏空间上离散反射群的探索历史最早可追溯到古希腊人对正多面体的分

类和对称性的研究，三维空间中的五种正多面体 (其中两对互为对偶，对偶的正
多面体有相同的对称群)的对称群分别为 A3，B3和 H3型的有限反射群。十九世

纪人们对晶体结构和平面或球面上平铺问题的研究也为反射群提供了活跃的舞

台，许多数学工作者在这个领域产出了大量的成果，其中不乏 W. R. Hamilton、
F. Klein、A. Möbius等著名数学家。在十九世纪中叶，L. Schläfli系统地研究了
一般维数欧氏空间上的正多面体的分类问题，确定了它们的对称群，以及这些

反射群的基本域 (fundamental domain)，但当时没有引起重视。
几十年后，李 (S. Lie) 理论兴起，为反射群的研究注入新的生命力。粗略

地说，李理论是研究李代数、李群和代数群的学科。根系 (root system) 在 W.
Killing和 E. Cartan对复有限维单李代数结构的分类中扮演了重要角色。设 g为

复有限维单李代数，作为线性空间它有如下形式的分解，

g = h⊕
⊕
α∈R

gα,

其中 h 是 g 的 Cartan 子代数，R 是对偶空间 h∗ 的一个有限子集，称为根系，

它记录了该李代数的结构，gα 称为 g 的根子空间。因此复有限维单李代数与

它们的根系一一对应，关于这些李代数结构的分类等价于根系的分类。 h的一

个实形式 hR 在 Killing 型下成为一个欧氏空间，从而可以讨论上面的反射。对
α ∈ R，n ∈ Z，记 sα,n为关于平面 {x ∈ hR |α(x) = n}的反射。W. Killing和 E.
Cartan，以及 H. Weyl，把这些反射作用引入李理论及其表示论的研究中，它们
生成一个群，即如今所说的仿射Weyl群，其中固定原点的那些反射 sα,0生成的

是一个有限子群，现在称为 Weyl群。
随即，加拿大籍数学家 H. S. M. Coxeter在 1934年的论文 [11]中得到了欧

氏空间中不可约离散反射群的完整分类，它们包括：Weyl 群 An (n ≥ 1)，Bn

(n ≥ 2)，Dn (n ≥ 4)，E6，E7，E8，F4，G2；有限二面体群 I2(m) (m ≥ 3，

I2(3) = A2，I2(4) = B2，I2(6) = G2)；H3，H4；仿射 Weyl 群 Ãn (n ≥ 1)，B̃n

(n ≥ 2)，C̃n (n ≥ 3)，D̃n (n ≥ 4)，Ẽ6，Ẽ7，Ẽ8，F̃4，G̃2。关于这些记号对应的

群结构，可参见 [8]或 [20, Ch. 2, Ch. 4]。这些群中除了仿射Weyl群是无限群之
外，其余都是有限群。在 [11]中，H. S. M. Coxeter还证明了这些群有一种特殊
的呈现 (presentation)，它们有一个有限的生成元集，记为 S，S 中的元素都是欧

氏空间中的反射，它们满足的关系只有

s2 = (st)m坳坴 = e, ∀s, t ∈ S.

这里mst = mts ∈ N≥2∪{∞}。反之，在 [12]中 H. S. M. Coxeter证明了由这样的

1
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生成关系定义的有限群必为上述所列之一，即Weyl群，有限二面体群，或 H3，

H4。于是，人们把由这种生成关系定义的群称为 Coxeter群，见定义 2.1.1。在
双曲几何中出现的一些反射群也具有这样的呈现。关于 Coxeter 群，[8, 17, 20]
是很好的教材，里面的历史注记也十分精彩。

Weyl 群在 h∗ 上的作用是一个群表示，如上所说，这在李理论的研究中是

一个基本且重要的对象。而一般地，T. A. Springer的工作 [38, 39]表明， Weyl
群的表示理论也和李理论中出现的几何对象有着密切联系，这件事情令人惊讶

而且影响深远，人们称之为 Springer理论。设 G为连通的简约代数群 (reductive
algebraic group)，B 是 G 中极大连通可解闭子群，称为一个 Borel 子群，G/B

是一个光滑的射影簇，称为旗簇 (flag variety)。例如，取 G = GLn(C)，B 为所

有可逆上三角矩阵，则旗簇为 Cn 中所有的子空间序列 {(Vi)i=0,1,...,n | dimVi =

i, Vi−1 ⊆ Vi,∀i}，相应的 Weyl群同构于对称群 Sn。 T. A. Springer构造了 G的

Weyl 群 W 在旗簇的一些子簇 (称为 Springer 纤维) 的同调空间上的一个作用，
并且证明了用这种方法可得到W 所有的不可约表示。后来，S-i Kato在 [23]中
也用类似的方法实现了仿射Weyl群的所有不可约表示。
但对于一般的 Coxeter 群 W，我们失去了李理论中几何工具的帮助，对这

样的群的表示论知之甚少。所幸，我们还有一个典型的表示，类似于Weyl群在
h∗ 上的作用。许多书中将这个表示称为几何表示。它有一组基 {αs | s ∈ S}，对
应于生成元集 S。在表示空间上有一个对称的双线性型，类比于欧氏空间的内

积。每一个生成元 s ∈ S 在该表示上的作用是关于这个双线性型的反射，反射
的方向为 αs，具体的定义为

s · αs = −αs, s · αt = αt + 2 cos
π

mst

αs, ∀t 6= s.

J. Tits对这个表示有深入的研究，也许是这个原因，不少文献也称该表示为 Tits
表示。几何表示的一些性质已经被人们熟知，例如当 Coxeter群不可约 (见 2.1.1)
时，几何表示的可约性等价于上面的双线性型退化，且真子表示上的W 作用都

是平凡的。对这个表示的研究使人们对 Coxeter 群增加了许多了解，例如，在
W 上有个长度函数 `，它的值 `(w)描述了 W 中的元素 w 最少能写成多少个 S

中生成元的乘积，详见 [8, 14, 20, 41]等材料。
为了讲述后面的故事，我们还需要介绍一些概念。旗簇 G/B 在 B-左作用

下的轨道 (等价于 G关于 B 的双陪集)由 G的Weyl群W 参数化，

G =
⊔
w∈W

BẇB,

这里 ẇ 是 w 在 G中的一个代表元。例如 G = GLn(C)时，Sn 中的一个元素在

G中的代表元可取为置换矩阵。旗簇中 B-轨道的闭包称为 Schubert簇，与旗簇
不同，它一般不是光滑的。若取 G(q)为有限李型群，例如 GLn(Fq)，这里 q 是

素数的方幂，那么旗簇 G(q)/B(q)上 B(q)-不变的复值函数在卷积下构成一个结
合代数，称为 Hecke代数，它的维数与 W 的阶相同，{Tw |w ∈ W}是一组基，
这里 Tw 是双陪集 B(q)ẇB(q)上的特征函数，即在该集合上取值为 1而在其他

2



第 1章 前言

双陪集上取值为 0。这组基的乘法关系和群代数 C[W ]类似，

TsTw = Tsw, 若 s ∈ S, `(sw) = `(w) + 1,

TsTw = (q − 1)Tw + qTsw, 若 s ∈ S, `(sw) = `(w)− 1.

因此 Hecke 代数可视为 C[W ] 的一个 q-形变。取 B(q) 的平凡表示 1，诱导为

G(q)的表示 1GB，N. Iwahori在 [21]中证明了 1GB 的自同态环与 Hecke代数同构。
后来人们知道 (例如 [8, Ch. IV, §2, Ex. 27)]或 [27])，此时 Hecke代数和 C[W ]有

一个不平凡的同构，于是 N. Iwahori的上述结果给出了出现在 1GB 中的 G(q)的

不可约表示与Weyl群不可约表示的一个对应。对一般的 Coxeter群W，也可抽

象地定义相应的 Hecke代数，它是 C[q] (或者扩张为 C[q±
圱
圲 ])上的代数，有一组

标准基 {Tw |w ∈ W}和 W 的元素一一对应，这时 q 视为一个不定元，见定义

2.1.3。
T. A. Springer关于Weyl群表示论的工作把 D. Kazhdan和 G. Lusztig引向了

对 Schubert簇的奇性的研究，他们尝试去理解 T. A. Springer构造的表示，比如
寻找这些表示的基向量。很快，1979年，他们划时代的论文 [24]问世。这篇文
章的研究对象不仅是 Weyl 群，他们用组合的手段构造了一般 Coxeter 群 W 的

Hecke代数的一组基 {Cw |w ∈ W}，后人称为 Kazhdan-Lusztig基，我们将在第
2章中详细介绍。这些基的乘法关系引出了W 上的几种划分，相应的等价类分

别称为左、右、双边胞腔 (cell)，它们给出了 Coxeter群和 Hecke代数的一大类
表示，称为胞腔表示。对于 GLn 的 Weyl 群 Sn 来说，左胞腔给出的表示都是

Sn 的不可约表示，Kazhdan-Lusztig 基便是他们想要寻找的 Springer 表示的基。
当然，[24] 的重要性远不止于此。例如，Kazhdan-Lusztig 基与标准基的转换关
系由一组多项式 {Py,w(q) | y, w ∈ W} 给出，称为 Kazhdan-Lusztig 多项式，这
些多项式中蕴藏着 Schubert簇的几何信息，见 [24]的附录和 [25]；而且，猜想
[24, Conjecture 1.5]预测李代数的单模在 Verma模中的重数等于 Weyl群中特定
的 Kazhdan-Lusztig多项式在 q = 1处的取值；等等。

在一些不太强的条件下，如上文所提到的，Weyl 群的 Hecke 代数和群代
数同构，但这个同构的形式比较复杂。二十世纪八十年代 G. Lusztig 在对这个
问题及其它表示论相关问题的研究中，发展出 坡-函数的理论，相关论文包括
[27, 30, 31]等。 坡-函数对表示论的重要性在第 2章中可见端倪。它是W 上的函

数，在双边胞腔上取常值。若 坡-函数在W 上有界，则每一个不可约表示都可实

现为胞腔表示的商。对一般的 Coxeter群，若一个不可约表示是某个双边胞腔给
出的表示的商，那么这个双边胞腔是唯一的，见 2.2.4和 2.2.5。当 Coxeter群不
可约时，坡-函数取值为 1的元素构成一个双边胞腔，它的结构相对简单，本文
将它记为 C1，见 2.1.22。上文提到的几何表示 (或它的不可约商)恰好是 C1给出

的胞腔表示的商，见 3.3节。
不似对称群 Sn，对一般的 Coxeter 群来说胞腔给出的表示“太大了”。在

文中我们将看到，C1 给出的表示可能有无穷多个不同构的不可约商，甚至还可

能有无穷维的不可约商。本文以 C1 的胞腔表示为主要研究对象，给出它们的刻
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画，并分类其中的一小部分。关于本文内容的更多介绍，见 1.2节。

1.2 文章内容简介

本文以 坡-函数值为 1的双边胞腔给出的 Coxeter群的表示为主要研究对象。
第 2章回顾本文需要使用的 Kazhdan-Lusztig理论的部分知识，主要包括 Hecke
代数的 Kazhdan-Lusztig 基和 Coxeter 群的胞腔的定义，以及通过它们给出胞腔
表示的构造。在此过程中通过对符号表示的考察我们碰巧给出了 坡-函数有界的
Coxeter群最低双边胞腔存在性的一个简单证明，见 2.2.7。 2.5节以有限和无限
二面体群为例，清晰计算出二面体群中 Kazhdan-Lusztig基乘法的结构常数。
在不可约 Coxeter群的双边胞腔中，具有唯一既约表达的非幺元素构成一个

双边胞腔 C1，它们恰是 坡-函数取值为 1的元素全体，见 2.1.22。第 3章探究双
边胞腔 C1给出的W 的胞腔表示。 3.3.2给出了这些表示的一个刻画，即 (A1)条
件：

(A1) 对任意两个互异的单反射 r, t ∈ S，若mrt <∞，则不存在 v ∈ V \ {0}，
使得 r · v = t · v = −v。

在满足该条件的 W 的不可约表示中，除了平凡表示对应于最高的胞腔 {e} 外，
其余皆是 C1 给出的胞腔表示的不可约商。特别地，几何表示 (或它的不可约商)
满足这个条件。 3.4节和 3.5节考虑将这些表示提升到 Hecke代数上，即构造它
们的 q-形变。
在第 4章中，我们首先考虑满足如下条件的W 的表示 V，

(IR) V 有一组基 {αs | s ∈ S}，且对任意的 s ∈ S 存在余维数为 1的子空间

Hs使得 s|H坳 = IdH坳，并且 s · αs = −αs。
把这样的表示称为 IR-表示，它们满足条件 (A1)。在 IR-表示 V 中，每一个

s ∈ S 在 V 上的作用都是关于一个超平面的反射，且反射的方向各不相同。通

过将这个表示限制在每一对单反射生成的二面体子群上，考察这些二面体群的

表示互相之间如何“粘”成整个表示，我们发现，这个表示的同构类可以由某

个图的同调群的特征标确定，以此得到 IR-表示的分类。这是 4.2节的主要内容。
这里出现的图与 Coxeter 群的 Coxeter 图有关。所谓 Coxeter 图，是指以生成元
集 S为顶点集，并连接所有满足mst ≥ 3的顶点 s和 t作为边，在这条边上标记

mst，以此得到的图。

如上一节所介绍的，可以通过判断一个矩阵是否退化来得知几何表示的可

约性，并且它的真子表示都是平凡的表示。 IR-表示也有类似的性质，见 4.3节。
在这一节中我们还发现，如果放宽条件 (IR)的要求，不再要求 {αs}s 线性无关，
那么得到的表示和上述的差不了太多，总是 IR-表示关于具有 W 平凡作用的真

子表示的商，文中把它们称为 R-表示。
4.4节考察这些表示的其他一点性质，它们都和上述的图同调群的特征标有

关。和几何表示不同的是，在 IR-表示上不见得有群作用不变的双线性型。这样
的双线性型要求相应的图同调群的特征标的取值是某些特定的数，这一节中我
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们确定了它存在的充要条件。另外，IR-表示的对偶表示会对应于相应的图同调
群特征标的对偶。

4.6 节计算 Ãn 型仿射 Weyl 群的 IR-表示，并证明了该群满足条件 (A1) 的
不可约表示都是 IR-表示或它的商，即 R-表示。这个命题的证明不仅适用于更
多的一些 Coxeter群上，更重要的是，该证明本质上出现了图的基本群的作用，
而带有至少两个回路的图的基本群是非交换的自由群。如果 Coxeter图中带有至
少两个回路，我们可以借助非交换自由群的无穷维不可约表示来构造出相应的

Coxeter群的无穷维不可约表示，见 4.7节。
4.8 节去掉图中带有两个回路的条件，减弱为带有至少一个回路，但假设

Coxeter 图中某条边带有大于 3 的标记。借鉴 IR-表示构造的思路，我们利用图
的万有覆盖构造出相应 Coxeter群的无穷维不可约表示。整个第 4章的主要想法
都是从二面体子群的表示出发，利用这些子群的表示“粘”成整个 Coxeter群的
表示。最后我们猜测，一个 Coxeter群没有无穷维不可约表示等价于它是有限群
或仿射Weyl群，并给出一个秩为 3且 Coxeter图不带回路的群的无穷维不可约
表示的例子。

第 5章考虑秩为 3的 Coxeter群几何表示的张量积的半单分解。在几何表示
下，除了几个有限型和仿射型之外，其他群在 GL3(C)中的像的 Zariski闭包都
是 A1 型的简约群 O3(C)，从而根据 Chevalley 的定理推出几何表示张量积的分
解基本上遵循 Clebsch-Gordan法则，见 5.4.4和 5.6.1。 5.3节对该分解和双线性
型的关系做了一些探讨和猜测。

5.5 节以一个简单的秩 3 Coxeter 群为例，计算它的胞腔和基环等结构，并
计算它的几何表示张量积半单分解中出现的各直和分量上的具体作用，确定它

们所对应的双边胞腔。另外证明了两个 坡-函数有界的 Coxeter 群的自由积也是
坡-函数有界的。

1.3 一些约定

若不特别说明，线性空间或线性表示等的基域为复数域 C。
记号 |X|表示集合 X 的基数 (cardinality)。
若不特别说明，模 (或表示) 总是指左模。
对 Coxeter系统 (W,S)总是假定 |S| <∞，且除了特别说明的情形外，一般

只考虑不可约的 (W,S)，即 Coxeter图 (Coxeter graph)连通。
符号 e表示群中的单位元。直立罗马体的 i表示虚数单位。

自然数集 N中包含 0，不含 0的正整数集记为 N>0。

AT 表示矩阵 A的转置，上标 T 置于右上角，而非左上角。

记号 �表示证明的结束。

定理或段落等的引用格式为：章序号.节序号.定理或段落序号，如 2.1.3。行
间公式的引用格式为：(章序号.公式序号)，如 (2.2)。参考文献的引用格式为：
[文献编号]，如 [24]。
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第第第 2章章章 Kazhdan-Lusztig理理理论论论的的的若若若干干干基基基础础础知知知识识识

Kazhdan-Lusztig 多项式、胞腔等理论已问世四十余年。在其发展过程中，
因为不同的使用需求，自然地出现了含义略有差别的多种符号体系。为明确本

文所使用的符号含义，我们在本章中回顾一些基本概念。特别地，Coxeter群的
胞腔与它的表示关系密切。其中有一个双边胞腔较为简单，记作 C1，和它相关

的表示将是本文重点考察的对象。最后，我们以二面体群为例做相关的计算。

2.1 胞腔，坡-函数

在这一节中我们回顾 Coxeter 群和 Hecke 代数的基本知识，包括 Kazhdan-
Lusztig基和多项式、胞腔等内容。更多内容可参见 [8, 20, 24, 30, 31, 34]等。

定定定义义义 2.1.1 设 S 为有限集 (一般地 S 可为任意集合，本文只考虑 S 有限的情形)，
任给 s, t ∈ S，设mst = mts ∈ N∪{∞}，满足mss = 1，而当 s 6= t时，mst ≥ 2。

由 S 中的元素生成群W，遵循如下关系，

(st)m坳坴 = e, ∀s, t ∈ S.

称 (W,S)为 Coxeter系统，不引起歧义时，也简称 W 为 Coxeter群。若 mst =

∞，则视为不对 st作要求。 S 中的元素称为单反射，|S|称为 W 的秩。

按如下方式构造一个图 (graph)。以 S 为顶点集，若 mst ≥ 3，则连接 s和

t为一条边，并标注 mst。当 mst = 3时，为简洁也可省略该标注。这个图称为

(W,S)的 Coxeter图。显然 Coxeter图和 Coxeter系统一一对应。若该图连通，则
称 (W,S)不可约。

任一 w ∈ W 可写为单反射的乘积，w = s1 · · · sn，si ∈ S，称为 w的一个表

达，n称为该表达的长度。 w的所有表达长度的最小值记为 `(w)，称作 w的长

度，相应的最短表达 (可能不唯一) 称作 w 的既约表达 (reduced expression)。若
w = s1 · · · sn 既约，y = si圱 · · · si坫，其中 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n，则称 y ≤ w。这

定义了W 上的一个偏序 (partial order)，称为 Bruhat序。称

L(w) = {s ∈ S | sw < w}, R(w) = {s ∈ S |ws < w}

分别为 w的左、右下降集。

S 的任一子集 I 在 W 中生成的子群称为抛物子群 (parabolic subgroup)，记
为 WI。

我们需要用到关于既约表达的如下事实，可参见 [34, Theorem 1.9]。

引引引理理理 2.1.2 (1) 设 w ∈ W，s1 · · · sn和 s′1 · · · s′n是 w的两个既约表达，那么可通

过有限多次形如

rtr · · ·︸ ︷︷ ︸
m坲坴 项乘积

= trt · · ·︸ ︷︷ ︸
m坲坴 项乘积

(mrt <∞)
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的变换将 s1 · · · sn变换为 s′1 · · · s′n。
(2) 设 w ∈ W，s1 · · · sn 为 w的一个既约表达。则 w的既约表达唯一当且仅当

对任意 r, t ∈ S，在 s1 · · · sn中不存在一段连乘积形如

rtr · · ·︸ ︷︷ ︸
m坲坴 项乘积

(mrt <∞).

记 C[q±
圱
圲 ]为不定元 q

圱
圲 的复系数 Laurent多项式环。

定定定义义义 2.1.3 给定 Coxeter 系统 (W,S)，以集合 {Tw |w ∈ W} 为基生成一个自由
C[q±

圱
圲 ]模 H(W,S)，简记为 H，并线性地定义乘法，

TsTw = Tsw, 若 s ∈ S, `(sw) = `(w) + 1,

TsTw = (q − 1)Tw + qTsw, 若 s ∈ S, `(sw) = `(w)− 1.

在该乘法下H构成一个含幺结合代数，称为 (W,S)的 Hecke代数，可视为群代
数 C[W ]的 q-形变。若有交换环的同态 C[q±

圱
圲 ] → A，做系数变换 H ⊗

C[q圆
圱
圲 ]
A，

简记为 HA。为方便使用，记

T̃w := q−
坠在坷圩
圲 Tw.

在H上有一个对合的环同态，定义为

: H → H, q
圱
圲 7→ q−

圱
圲 , T̃w 7→ T̃−1

w圀圱 .

故事的精彩内容发端于如下定理。

定定定理理理 2.1.4 (见 [24, Theorem 1.1]) 对任意 y, w ∈ W，存在唯一的 q 的多项式

Py,w ∈ Z[q]，满足如下条件，

(1) 若 y � w，则 Py,w = 0，

(2) Pw,w = 1，

(3) 若 y < w，则 degq Py,w ≤ 1
2
(`(w)− `(y)− 1)，

(4) 若令 Cw, C
′
w ∈ H为如下的元素，

Cw =
∑
y∈W

(−1)`(w)+`(y)q
圱
圲

(`(w)−`(y))Py,wT̃y,

C ′w =
∑
y∈W

q−
圱
圲

(`(w)−`(y))Py,wT̃y,

则 Cw = Cw，C ′w = C ′w。

人们将 Py,w 称为 Kazhdan-Lusztig 多项式。 {Cw |w ∈ W} 和 {C ′w |w ∈
W}各自构成 H 的一组 C[q±

圱
圲 ]-基，都称为 Kazhdan-Lusztig基。它们和标准基

{T̃w |w ∈ W}之间有如下的转换关系。

引引引理理理 2.1.5 (1) Cw ∈ T̃w + q
圱
圲

∑
y<w Z[q

圱
圲 ]T̃y，T̃w ∈ Cw + q

圱
圲

∑
y<w Z[q

圱
圲 ]Cy。
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(2) C ′w ∈ T̃w + q−
圱
圲

∑
y<w Z[q−

圱
圲 ]T̃y，T̃w ∈ C ′w + q−

圱
圲

∑
y<w Z[q−

圱
圲 ]C ′y。

在H上有另一对合的环同态 Φ，定义为

Φ : H → H, q
圱
圲 7→ −q

圱
圲 , T̃w 7→ T̃−1

w圀圱 .

直接验证可得如下引理，它给出了两组 Kazhdan-Lusztig基的关系。

引引引理理理 2.1.6 Φ(Cw) = C ′w。

例例例 2.1.7 (1) Ce = C ′e = Te。

(2)设 s ∈ S，Cs = T̃s − q
圱
圲，C ′s = T̃s + q−

圱
圲。

定定定义义义 2.1.8 设 y, w ∈ W。
(1) 若 y < w且 degq Py,w = 1

2
(`(w)− `(y)− 1)，则称 y ≺ w。此时记 Py,w 的最

高次项系数 (非零)为 µ(y, w)。

(2) 若 w ≺ y，则定义 µ(y, w) = µ(w, y)。

(3) 若 y ⊀ w且 w ⊀ y，则定义 µ(y, w) = 0。

在如上的记号下，Kazhdan-Lusztig多项式满足如下性质。

命命命题题题 2.1.9 设 s ∈ S，y, w ∈ W。
(1) 若 y ≤ w，取 q = 0，有 Py,w(0) = 1。

(2) 若 y ≤ w且 `(w)− `(y) ≤ 2，则 Py,w = 1。

(3) 若sw < w，则有

Py,w = q1−cPsy,sw + qcPy,sw −
∑
z≺sw
sz<z

µ(z, sw)q
圱
圲

(`(w)−`(z))Py,z

其中 c = 0如果 y < sy，而 c = 1如果 sy < y。由此得到 Kazhdan-Lusztig
多项式的递归算法。

(4) 若 y ≤ w，sw < w，则 Py,w = Psy,w。

(5) 若W 为有限 Coxeter群，w0为其最长元，由上一条可知 Py,w地 = 1，∀y。
在H上有 C[q±

圱
圲 ]代数的反同态

Ψ : H → H, T̃w 7→ T̃w圀圱 ,

可验证 Ψ与环同态 交换，从而 Ψ(Cw) = Cw圀圱，Ψ(C ′w) = C ′w圀圱，因此

(6) Py,w = Py圀圱,w圀圱。

推推推论论论 2.1.10 s, y, w 如上，若 y < w，s ∈ L(w) \ L(y)，那么 y ≺ w 当且仅当

w = sy。此时 µ(y, w) = 1。

Kazhdan-Lusztig基有如下的乘法关系。

命命命题题题 2.1.11 设 s ∈ S，w ∈ W，则

CsCw = −(q
圱
圲 + q−

圱
圲 )Cw, 若 sw < w,

CsCw = Csw +
∑
y≺w
sy<y

µ(y, w)Cy, 若 sw > w.

8



第 2章 Kazhdan-Lusztig理论的若干基础知识

将环同态 Φ 作用在这些等式上，并注意到 µ(y, w) ∈ Z，由 2.1.6 可得到
C ′sC

′
w 的表达式。由 Ψ作用可得到 CwCs与 C ′wC

′
s的类似公式。

由 Cs = q−
圱
圲Ts − q

圱
圲 将 2.1.11重写为

命命命题题题 2.1.11′ 设 s ∈ S，w ∈ W，则

TsCw = −Cw, 若 sw < w,

TsCw = qCw + q
圱
圲Csw + q

圱
圲

∑
y≺w
sy<y

µ(y, w)Cy, 若 sw > w.

2.1.12 为说话方便，定义一些记号，指代H中的结构常数。设 x, y ∈ W，记

T̃xT̃y =
∑
z∈W

fx,y,zT̃z, , CxCy =
∑
z∈W

hx,y,zCz, C ′xC
′
y =

∑
z∈W

h′x,y,zC
′
z.

其中 fx,y,z, hx,y,z, h
′
x,y,z ∈ Z[q±

圱
圲 ]。由 2.1.6 知 Φ(h′x,y,z) = hx,y,z。这里不得不提

Kazhdan-Lusztig 正性猜想。在 [25] 中，Kazhdan 和 Lusztig 证明了，当 W 为

Weyl群或仿射Weyl群时，多项式 Py,w 的系数等于相应的 Schubert簇的各阶相
交上同调 (intersection cohomology) 的维数，特别地，都是非负整数。他们猜测
该正性对于一般的 Coxeter 群都成立。对于 W 是晶体的 (crystallographic) 的情
形，即 mst = 2, 3, 4, 6,∞，∀s, t ∈ S，该结论在数年后被 Lusztig，Tits 等人证
明。同时，Springer等人的工作把 H 中的乘法翻译为层的张量积，从而推导出
在上述情形下各 h′x,y,z 系数的正性。相关介绍可参见 [30, §3]。
对一般的 Coxeter群，该猜想直到 2012年才被 Elias和Williamson证明。他

们在文章 [15]中把 C ′w 翻译为相应的 Soergel双模的特征 (character)，而乘法对
应于模的张量积，从而完整地解决了正性猜想。下文中会多次享受到这个正性

给我们提供的便利。

定定定理理理 2.1.13 ∀x, y, z ∈ W，Px,y ∈ N[q]，h′x,y,z ∈ N[q±
圱
圲 ]。

对元素的长度作归纳，由定义直接验证可得如下事实。

引引引理理理 2.1.14 (1) 对任意的 x, y, z ∈ W，fx,y,z ∈ N[ξ]，hx,y,z, h′x,y,z ∈ Z[η]，其中

ξ = q
圱
圲 − q− 圱

圲，η = q
圱
圲 + q−

圱
圲。

(2) 若 x = y−1，则 fx,y,e = 1，否则 fx,y,e = 0。

引引引理理理 2.1.15 设 y, w ∈ W，以下各项等价：
(1) 存在W 中的元素序列 x0 = y, x1, . . . , xn = w，使得对任意的 i，L(xi−1) *
L(xi)，且要么 xi−1 ≺ xi，要么 xi ≺ xi−1。

(1′) 存在 W 中的元素序列 x0 = y, x1, . . . , xn = w，使得对任意的 i，存在 si ∈
S，在 C ′s坩C

′
x坩
关于基 {C ′z | z ∈ W} 的线性组合中，C ′x坩圀圱

的系数非零，即

h′s坩,x坩,x坩圀圱
6= 0。

(2) 存在某 a ∈ H，使得在 aCw 关于基 {Cz | z ∈ W}的线性组合中，Cy 的系数
非零。

9
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(2′) 存在某 a ∈ H，使得在 aC ′w 关于基 {C ′z | z ∈ W}的线性组合中，C ′y 的系数
非零。

(3) 存在某 x ∈ W，使得在 CxCw 关于基 {Cz | z ∈ W}的线性组合中，Cy 的系
数非零，即 hx,w,y 6= 0。

(3′) 存在某 x ∈ W，使得在 C ′xC
′
w 关于基 {C ′z | z ∈ W}的线性组合中，C ′y 的系

数非零，即 h′x,w,y 6= 0。

证明中用到了正性猜想的成立的事实。该证明取自 [1, Lamma 5.3]。

证明： 由 2.1.6知 (2)和 (2′)等价，(3)和 (3′)等价。 (3)推 (2)不需说明。 (2)推
(3)也是简单的，把 a写成基 {Cz | z ∈ W}的线性组合，可知 (3)成立。
假设 (1) 成立，任取 si ∈ L(xi−1) \ L(xi)。若 xi ≺ xi−1，由 2.1.10 可知

xi−1 = sixi，此时根据 2.1.11 有 hs坩,x坩,x坩圀圱
6= 0。若 xi−1 ≺ xi，同样由 2.1.11 知

hs坩,x坩,x坩圀圱
6= 0。于是 (1′)成立。假设 (1′)成立，在删去序列 x0, . . . , xn 中相邻且

重复的项后，类似地可推出 (1)，因此 (1)和 (1′)等价。
若 (2′)成立，注意到 {C ′s | s ∈ S}生成整个H，把 a写成如下形式，

a =
∑

(i圱,...,i坲)

ai圱,...,i坲C
′
s圱
· · ·C ′s坲 , ai圱,...,i坲 ∈ C[q±

圱
圲 ],

不妨设 y 6= w，否则 (1′)平凡地成立，那么在某个 C ′s圱 · · ·C
′
s坮C

′
w (n ≥ 1)关于基

{C ′z | z ∈ W}的线性组合中，C ′y的系数非零。把C ′s圲 · · ·C
′
s坮C

′
w写成 {C ′z | z ∈ W}

的线性组合，可知其中有某个 C ′x圱 具有非零系数，且 C ′y 出现在 C ′s圱C
′
x圱
关于

{C ′z | z ∈ W}的线性组合中。归纳地得到满足 (1′)要求的元素序列。因此 (2′)推
出 (1′)。
假设 (1′) 成立，由 2.1.13 归纳地可知 C ′x坩圀圱

出现在 C ′s坩 · · ·C
′
s坮C

′
w 的关于基

{C ′z | z ∈ W}的线性组合中。特别地，取 i = 0，(2′)成立。 �

定定定义义义 2.1.16 (1) 若 y, w ∈ W 满足 2.1.15中的几个等价条件，则称 y 6
L
w。

(2) 若 y−1 6
L
w−1，则称 y 6

R
w。

(3) 若存在序列 x0 = y, x1, . . . , xn = w ∈ W，使得对任意的 i，有 xi−1 6
L
xi 或

者 xi−1 6
R
xi，则称 y 6

LR
w。

6
L
，6

R
，6

LR
分别定义了W 上的一个预序 (preorder)。

(4) 若 y 6
L
w且 w 6

L
y，则称 y ∼

L
w。类似地定义 y ∼

R
w和 y ∼

LR
w。

(5) ∼
L
定义了W 上的一个等价关系，其等价类称为左胞腔 (left cell)。类似地由

∼
R
定义右胞腔 (right cell)，由 ∼

LR
定义双边胞腔 (two-sided cell)。

胞腔有如下性质。

命命命题题题 2.1.17 设 y, w ∈ W。
(1) 若 y 6

L
w，则R(y) ⊇ R(w)。若 y ∼

L
w，则R(y) = R(w)。

(2) 若 y 6
R
w，则 L(y) ⊇ L(w)。若 y ∼

R
w，则 L(y) = L(w)。

10
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(3) {e}构成一个最高的双边胞腔，对任意的 w ∈ W，w 6
LR
e。

为研究 (仿射) Weyl 群和 Hecke 代数的结构和表示，Lusztig 引入了 坡-函数
的工具，我们将在本节和 2.2、2.3节中看到它的重要性。

2.1.18 在 C[q±
圱
圲 ]上定义一个“赋值”坶如下。对 f ∈ C[q±

圱
圲 ]，记

坶(f) = max
{
n ∈ Z

∣∣∣q− 圱
圲
nf ∈ C[q

圱
圲 ]
}
.

当 f 6= 0时，坶(f)即 f 关于 q
圱
圲 的最低次数。我们有

(1) 坶(0) = +∞。
(2) 坶(fg) = 坶(f) + 坶(g)，∀f, g ∈ C[q±

圱
圲 ]。

(3) 坶(f + g) ≥ min{坶(f),坶(g)}，∀f, g ∈ C[q±
圱
圲 ]。

定定定义义义 2.1.19 对 w ∈ W，定义 坡-函数

坡(w) = max {−坶(hx,y,w)|x, y ∈ W} .

称 W 的 坡-函数有界，如果存在 N ∈ N，使得 坡(w) ≤ N，∀w ∈ W。称 W 有

界，如果它的 坡-函数有界，且上界可以取为 (W,S)的有限抛物子群的最长元长

度的最大值。

坡(w)刻画了 Kazhdan-Lusztig基的结构常数中 Cw 的系数的极点 (pole)的最
高阶。 坡-函数有以下性质。

命命命题题题 2.1.20 (1) ∀w ∈ W，坡(w) ∈ N，且 坡(w) ≤ `(w)− 2 degq Pe,w。

(2) 坡(w) = 0当且仅当 w = e。

(3) 坡(w) = 坡(w−1)，∀w ∈ W。
(4) 若 y, w ∈ W 满足 y 6

LR
w，则 坡(y) ≥ 坡(w)。从而当 y ∼

LR
w时，坡(y) = 坡(w)。

因此对一个胞腔 C，我们可以谈论 坡(C)。
(5) 坡-函数的有界性等价于 −坶(fx,y,w) 的有界性。更精确地，−坶(hx,y,w) ≤ N，

∀x, y, w ∈ W 当且仅当 −坶(fx,y,w) ≤ N，∀x, y, w ∈ W。
(6) 若 W 的 坡-函数有界，y, w ∈ W 满足 坡(y) = 坡(w) 且 y 6

L
w (或 y 6

R
w，

y 6
LR
w)，则 y ∼

L
w (或 y ∼

R
w，y ∼

LR
w)。

(7) 设 w为某个有限抛物子群的最长元，则 坡(w) = `(w)。

上述部分重要结论的证明依赖于 h′x,y,z 系数的正性。因此在早年的论文中，

如 [30, 31]等，Lusztig只考虑晶体的 Coxeter群，见 2.1.12。正性猜想被证明后，
这些结果中的晶体性假设便可去掉。

作为推论，坡-函数有界的 Coxeter群的等价关系 ∼
LR
由 ∼

L
和 ∼

R
生成。一个更

强的叙述见 2.3.6。

推推推论论论 2.1.21 如果W 的 坡-函数有界，那么 x ∼
LR
y当且仅当存在W 中的元素序列

x = x0, x1, . . . , xn = y，使得 xi−1 ∼
L
xi或 xi−1 ∼

R
xi，∀i。

11
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当 (W,S) 不可约时，下面的命题刻画了一个特殊的双边胞腔，参见 [29,
Proposition 3.8]。

引引引理理理 2.1.22 设 (W,S)不可约。

(1) 对任意的 s ∈ S，记

C1 := {w ∈ W |w 6= e, 且 w的既约表达唯一} ,

Γs := {w ∈ C1|R(w) = {s}} ,

则 C1 构成W 中的一个双边胞腔，Γs构成W 的一个左胞腔。 C1 为所有 Γs

(s ∈ S)的不交并。

(2) C1 = {w ∈ W |坡(w) = 1}。对任意 x ∈ W \ {e}，有 x 6
LR
C1。

证明： (1)的证明见 [29, Proposition 3.8]。
对任意的 s ∈ S，显然有 s ∈ C1。由 2.1.20，知 C1 ⊆ {w ∈ W |坡(w) = 1}。

反之，设 w ∈ W 有多个不同的既约表达，根据 2.1.2，知 w 的既约表达中含有

一段形如 rtr · · · 的 mrt 次连乘积 (r 6= t ∈ S，mrt < ∞)。由定义和 2.1.11得到
w 6

LR
rtr · · · (mrt 项连乘)。而 rtr · · · 是由 r, t生成的有限二面体群 〈r, t〉的最长

元。由 2.1.20知 坡(w) ≥ 2。 �

2.1.23 一般地，设 (W,S)的 Coxeter图的连通分支分解为 S = tiSi，记 Si生成

的抛物子群为 Wi，则 W =
∏

iWi，H(W,S) =
∏

iH(Wi, Si) 为直积。设 w =∏
iwi ∈ W，其中各 wi ∈ Wi，则各 wi 对应的 Kazhdan-Lusztig基元素 Cw坩

是互

相交换的。根据 2.1.4的唯一性容易验证 Cw =
∏

iCw坩
，因此对 y =

∏
i yi ∈ W，

其中各 yi ∈ Wi，y 6
L
w (或 y 6

R
w，y 6

LR
w) 当且仅当在各 Wi 中 yi 6

L
wi (或

yi 6
R
wi，yi 6

LR
wi)。并且，坡(w) =

∑
i 坡(wi)。根据 2.1.22，W 的 坡-函数值为 1

的双边胞腔与 Coxeter图的连通分支自然地一一对应。

2.2 表示和胞腔

胞腔可以用来构造 Hecke代数 (视为 C代数)的表示。本节内容的参考文献
有 [24, 30, 34]等。

2.2.1 设 A为一个交换的 C代数，C 为 W 的一个双边胞腔。令 J A
6C 为一个自由

A模，以

{[Cw] |w 6
LR
C}

为一组基。类似地令 J A
<C 为 J A

6C 的子 A模，以

{[Cw] |w 6
LR
C, w /∈ C}

为一组基。设 χ1, χ2 : C[q±
圱
圲 ]→ A为两个代数同态。定义 H在 J A

6C 上的左作用

12
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和右作用如下，设 x,w ∈ W，w 6
LR
C，

Cx · [Cw] :=
∑
y∈W

χ1(hx,w,y)[Cy],

[Cw] · Cx :=
∑
y∈W

χ2(hw,x,y)[Cy].

由 2.1.16，出现在求和式中的 y满足 y 6
LR
w，上述作用是良定义的，分别定义了

J A
6C 上的一个H左模结构和一个H右模结构，J A

<C 为其子模。记商模为

J A
C := J A

6C/J A
<C,

把 [Cw]在 J A
C 中的等价类记为 Jw，J A

C 也为自由 A模，以

{Jw |w ∈ C}

为一组基。注意这些 H-模结构 (q 的作用)依赖 χ1 和 χ2，但在记号上为了简洁

没有体现出来。当把 A取为 C[q±
圱
圲 ]时，我们把 J C[q圆

圱
圲 ]

6C ,J C[q圆
圱
圲 ]

C 简记为 J q
6C,J

q
C

等。此时若取 χ1, χ2 为恒等映射，它们是正则模 H的子模或子商 (subquotient)。
根据需要有时也取 χ2 为同态 q

圱
圲 7→ 1，此时称 J q

C 为一个 C[W ] 右模，以示区

别。

{Hi :=
∑

坡(C)≥i J
q
6C}i 给出了 H 正则模的一个滤过。若 W 的 坡-函数有界，

这个滤过是有限长的。这个滤过的分次模为各 J q
C 的直和，记为 J q。在 2.3节

中我们将看到，若 W 的 坡-函数有界，J q 上可赋予一个结合环结构，且具有一

个 Z-形式。
注意 J A

6C 上的 H左模结构和右模结构一般不交换，但 Lusztig利用 [27]中
的计算，证明了：

定定定理理理 2.2.2 (见 [27, Lemma 2.3]，[30, Theorem 9.2]) J A
C 上 H 的左作用和右作用

交换，即 J A
C 为 H-H双模。

这是一个非常重要的事实，它允许我们把 W 的表示和 H 的表示联系起来，见
2.4.4。另外它对基环 J 的定义和性质也是至关重要的，见 2.3节。在 J A

C 中考

虑 Cx · Jw · Cy，其中 w ∈ C，容易知道 2.2.2等价于如下式子。

定定定理理理 2.2.2′ 对任意的 z ∈ C (即 z ∼
LR
w)，∑

v∈W

hx,w,v(q1)hv,y,z(q2) =
∑
u∈W

hx,u,z(q1)hw,y,u(q2),

其中 q1, q2 为两个无关的不定元。(注意等号两端都是有限项求和，且由 2.1.16
知出现在求和式中的 v和 u都落在 C 中。)

注注注 2.2.3 在 2.2.2的证明中，坡-函数起到了相当重要的作用。在 Lusztig找到 坡-函
数这个工具之前，他在 [27]中对该定理 (只考虑Weyl群)的证明使用了包络代数
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本原理想的理论和 Kazhdan-Lusztig关于李代数 Verma模中单模重数的猜想 (见
[24, Conjecture 1.5])成立的事实。而这个猜想的证明使用了反常层等不平凡的几
何工具，见 [6, 9]。

设 V 是一个 A-模，V 上的一个 (左) H-模结构是指一个代数同态 H →
EndA(V )，且限制到 C[q±

圱
圲 ]上是一个 C代数同态 C[q±

圱
圲 ]→ A。

假设 W 的 坡-函数有界，此时 Hecke代数的每个非零单模 V 都对应到一个

双边胞腔 CV，更准确地说，可实现为 J q
C坖 (视为H左模) 的商：

命命命题题题 2.2.4 设 (W,S)的 坡-函数有界。设 V 是H的一个非零单模，则存在唯一的
双边胞腔 C，使得对某个 w ∈ C，Cw 在 V 上的作用非零，而对任意的 x ∈ W，
若 Cx的作用非零，则 C 6

LR
x。 J q

C 到 V 有一个满同态，即 V 可实现为 J q
C 的商

模。

证明： 由于 V 不是零模，存在元素 w ∈ W (如幺元 e)，使得 Cw 非零地作用在

V 上。若 y 6
LR

w，y �
LR

w，且 Cy 作用非零，根据 2.1.20 (6)，有严格的不等式

坡(y) > 坡(w)。由于 坡-函数有界，存在满足如下性质的双边胞腔 C (例如取 C 为
满足条件 (1)的双边胞腔中 坡-函数最大的一个)：

(1) ∃w ∈ C，Cw 非零地作用在 V 上，

(2) ∀y 6
LR
C，若 y /∈ C，则 Cy 作用为零。

... (2.1)

设 w ∈ C，v ∈ V 满足 Cw · v 6= 0。固定一个这样的 v，考虑如下映射

ϕ : J q
C → V, Jy 7→ Cy · v.

由 C 的选取，ϕ定义了一个非零的 H模同态，从而是满射，且 V ' J q
C /Kerϕ。

假设有另一个双边胞腔 C ′，以及 x ∈ C ′，使得 Cx 在 V 上的作用非零，则存在

y ∈ C，Cx ·Jy 6= 0，即存在 z ∈ C，使得 hx,y,z 6= 0。由 2.1.16，C 6
LR
C ′。在 C 6= C ′

的前提下，C ′ 不满足条件 (2.1)中的第二条。因此 C 是唯一满足条件 (2.1)的双
边胞腔。同时也看出，若 Cx作用非零，则 C 6

LR
x。 �

注注注 2.2.5 在证明中，坡-函数的有界性只用来保证 C 的存在性。一般地若不假设
坡-函数有界，如果存在满足条件 (2.1)的双边胞腔 C，则单模 V 是 J q

C 的商。反

之，若单模 V 是 J q
C 的商，则 C 满足条件 (2.1)。且若 Cx · V 6= 0则有 C 6

LR
x。

从证明中可以看出这样的双边胞腔是唯一的 (如果存在)。

2.2.6 我们有一个 C代数的满同态H → C[W ]把 q
圱
圲 映为 1，T̃w映为 w。任给一

个W 的表示 V，通过该同态拉回可将 V 视为一个 H模。如果 V 是W 的不可

约表示，则作为 H模还是个单模。例如，W 的平凡表示 1在 2.2.4的意义下对
应到双边胞腔 {e}，这是因为对任意 s ∈ S，Cs = T̃s − q

圱
圲 在平凡表示上作用都

为零。而根据 2.1.11和 2.1.15，任何 w 6= e，有 w 6
LR
s且 Cw 在平凡表示上作用

14



第 2章 Kazhdan-Lusztig理论的若干基础知识

为零。特别地，由 2.1.4中 Cw 的表达式，得到∑
y∈W

(−1)`(y)Py,w(1) = 0, ∀w ∈ W \ {e}.

(关于平凡表示的这些讨论以及该等式的正确性不需要 坡-函数有界的假设。)
记 ε为 W 的符号表示，即 s 7→ −1 ∈ C，∀s ∈ S。由 2.1.4中 Cw 的表达式，

对任意的 w ∈ W，Cw 在符号表示上的作用为数乘∑
y∈W

(−1)`(w)+`(y)Py,w(1)(−1)`(y) = (−1)`(w)
∑
y∈W

Py,w(1).

注意到系数的正性 2.1.13，该数乘非零。设 ε对应的双边胞腔为 C，由 2.2.4，有
C 6

LR
w，∀w ∈ W。这意味着 C 是W 最低 (在胞腔的偏序 6

LR
的意义下)的双边胞

腔。

定定定理理理 2.2.7 设 (W,S) 的 坡-函数有界，则在关系 6
LR
下，W 中有一个最低双边胞

腔 C低。设 N 为 W 上 坡-函数的最大值，则 C低 = {w ∈ W |坡(w) = N}。

证明： 前半部分在上文中已证，C低 即符号表示 ε 对应的双边胞腔。后半部分

由 2.1.20可得。 �

注注注 2.2.8 席南华在 [43]中证明了有界的 Coxeter群 (即 坡-函数的上界为有限抛物
子群最长元长度的最大值，见 2.1.19)中存在最低双边胞腔，并给出一个刻画：
设W 有界，w0为所有有限抛物子群最长元中的长度最大者 (之一)，则包含

w0的双边胞腔是W 的最低双边胞腔，它由所有 坡(w) = `(w0)的元素 w组成。

某种意义上，2.2.7给出了最低双边胞腔存在性的另一个证明，但条件和结
论稍弱。

在 2.2.4的考虑中，也可将 {Cw |w ∈ W}换为另一组基 {C ′w |w ∈ W}。它
们有如下关系。

引引引理理理 2.2.9 设 (V, ρ)为 W 的一个表示，将表示 ρ ⊗ ε的承载空间自然地等同于
V。通过 q

圱
圲 7→ 1将 (V, ρ)和 (V, ρ⊗ ε)视为H模。则

ρ(Cw) = (−1)`(w)(ρ⊗ ε)(C ′w).

特别地，Cw 在模 (V, ρ)上作用为零当且仅当 C ′w 在模 (V, ρ⊗ ε)上作用为零。

证明： 由 Cw 和 C ′w 的定义，

ρ(Cw) = ρ

(∑
y

(−1)`(w)+`(y)q
圱
圲

(`(w)−`(y))Py,w(q−1)T̃y

)
=
∑
y

(−1)`(w)+`(y)Py,w(1)ρ(y),

ρ⊗ ε(C ′w) = ρ⊗ ε

(∑
y

q−
圱
圲

(`(w)−`(y))Py,w(q)T̃y

)
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=
∑
y

(−1)`(y)Py,w(1)ρ(y)

= (−1)`(w)ρ(Cw). �

2.3 基环 J

在本节中我们将看到，对 坡-函数有界的W 的双边胞腔 C，在模 J A
C 上有一

个 (不一定含幺元的)环结构，称为这个双边胞腔的 (系数在 A上的)基环。它对
Hecke代数的表示的研究具有重要的意义。本节内容的参考文献有 [31, 34]等。

2.3.1 考虑到 2.1.20 (1)，可定义

D = {w ∈ W |坡(w) = `(w)− 2 degq Pe,w}.

称 D 中的元素为特异对合元 (distinguished involution)，有些文献也称之为 Duflo
对合。同时，对任意的 x, y, z ∈ W，可定义 γx,y,z 为多项式 q

坡在坺圩
圲 h′x,y,z圀圱 的常数

项，它是一个自然数 (可能为零)。

例例例 2.3.2 C1如 2.1.22，则 C1 ∩ D = S。

命命命题题题 2.3.3 设 d ∈ D，x, y, z ∈ W。
(1) d2 = e (所以称之为特异对合)。
(2) 若 γx,y,d 6= 0，则 y = x−1，且 γx,x圀圱,d = 1。

(3) 对任意 x，存在唯一的 d ∈ D，使得 γx,x圀圱,d 6= 0。

以下假设W 的 坡-函数有界。
(4) γx,y,z = γy,z,x = γz,x,y。

(5) 设 Γ为 W 的左胞腔，则 Γ含有唯一的特异对合 d ∈ D，且对任意的 x ∈ Γ，

有 γx圀圱,x,d 6= 0。

从 2.1.16和定义可以知道，当 γx,y,z 6= 0时，我们有 z−1 6
L
y，z−1 6

R
x。事实上

我们可以知道更多：

(6) 若 γx,y,z 6= 0，则 x ∼
L
y−1，y ∼

L
z−1，z ∼

L
x−1。

2.3.4 在本节剩余内容中，假设W 的 坡-函数有界。设 C 为 W 的双边胞腔，y ∈
C，x ∈ W，考虑 Cx在 J q

C 上的作用，

Cx · Jy = (−1)坡(C)q−
坡在坃圩
圲

∑
z∈C

(
γx,y,z圀圱 + q

圱
圲的正幂次项

)
Jz.

在等式右侧，若不考虑公共的因子 (−1)坡(C)q−
坡在坃圩
圲 ，当 q 趋于零时，括号中的

系数只剩下 γx,y,z圀圱。由 2.3.3 可知，只有当 x ∈ C 时，γx,y,z圀圱 才有可能非零。

据此我们定义一个带有二元运算的集合如下。令 JC 为一个自由 Abel 群，以
{Jw |w ∈ C}为一组基，其上的二元运算由下式线性地定义，(可视为 J q

C 上的模

结构在 q趋于零时的一种极限)

JxJy :=
∑
z∈C

γx,y,z圀圱Jz, ∀x, y ∈ C.
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根据 Hecke代数的结合性，以及 2.3.3，Lusztig证明了

引引引理理理 2.3.5 (1) JC 在上述定义下是一个结合环，称为双边胞腔 C 的基环。
(2) 若 C中只含有限多个左胞腔，即 C ∩D有限，则

∑
d∈C∩D Jd为 JC 的幺元。

对所有的双边胞腔取环的直和 J := ⊕CJC，称为 W 的基环，可视为 H的
一个近似，因此也称为渐进 Hecke代数 (asymptotic Hecke algebra)。同样的，若
W 只含有限多个左胞腔 (例如有限 Coxeter群，仿射Weyl群等)，则

∑
d∈D Jd为

J 的幺元。注意 J 在基 {Jw |w ∈ C}下的结构常数都为非负整数。
基环的结构可以用来刻画胞腔和特异对合元，下面命题取自 [33]。

引引引理理理 2.3.6 (1) x ∼
L
y当且仅当 JxJy圀圱 6= 0。

(2) x ∼
LR
y当且仅当存在 z ∈ W，使得 JxJzJy 6= 0，也等价于 x ∼

L
z−1 ∼

R
y。

(3) 设 Γ 为一个左胞腔，d ∈ Γ。d 是 Γ 中的特异对合元当且仅当 JxJd = Jx，

∀x ∈ Γ。

证明： (1)充分性由 2.3.3 (6)得到。反之，设 x ∼
L
y，记 d为 x, y所在左胞腔的

特异对合元。计算

Jx圀圱JxJy圀圱Jy =

(
Jd +

∑
z 6=d

γx圀圱,x,zJz

)(
Jd +

∑
z 6=d

γy圀圱,y,zJz

)
.

由于结构常数 γ∗,∗,∗ 都是非负整数，且 JdJd = Jd，因此上式不等于零，特别地，

JxJy圀圱 6= 0。

(2) 若存在 z ∈ W，使得 JxJzJy 6= 0，根据 (1)，有 x ∼
L
z−1 ∼

R
y。若

x ∼
L
z−1 ∼

R
y，根据定义即有 x ∼

LR
y。现在假设 x ∼

LR
y，根据 2.1.21，存在W 中

的一列元素 {xi}，满足

x ∼
L
x1 ∼

R
x2 ∼

L
. . . ∼

L
xn ∼

R
y.

(可以假设 ∼
L
和 ∼

R
交替出现，并且 x ∼

L
x1，否则若 x ∼

R
x1，可延长该序列为

x ∼
L
x ∼

R
x1 ∼

L
. . .。同理可假设 xn ∼

R
y。)由 (1)，JxJx圀圱

圱
6= 0，并注意到

JxJx圀圱
圱
∈
∑
w∼

坌
x圀圱
圱

NJw,

因此和式中出现的 w 满足 w ∼
L
x−1

2 。再次根据 (1)，知 JxJx圀圱
圱
Jx圲 6= 0。依此类

推，归纳可知 JxJx圀圱
圱
Jx圲Jx圀圱

圳
· · · Jx圀圱

坮
Jy 6= 0。展开中间的 n项乘积，特别地，存

在 z使得 JxJzJy 6= 0。

(3)必要性由 2.3.3 (2) (4)得到。反之，取 x为 Γ中的特异对合，由 JxJd = Jx

得到 γx,d,x圀圱 = 1，而 x是特异对合，由 2.3.3 (2) (4)知 d = x为特异对合。 �

2.3.7 顺带一提，在 [33] 中，Lusztig 定义一个结合含幺环为抽象基环如果它是
自由 Abel 群，附有一组 Z-基 B，使得对任意的 b, b′ ∈ B，bb′ ∈

∑
b地地圲坂 Nb′′。
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Lusztig断言，存在有限集 B0 ∈ B，使得该环的幺元 1 =
∑

b∈B地
b。但这是不对

的。有一个简单的反例，取 B = {x, y}，乘法可定义为

x2 = x+ y, xy = yx = y, y2 = 0.

容易验证这是结合环，幺元为 x− y。这个错误不影响后续的结果。一个更精确
的说法可参见 [44, §3.3]。

2.3.8 回忆 2.2.1中 A为交换的 C代数，χ1, χ2 : C[q±
圱
圲 ] → A为代数同态，并借

此定义 J A
C 上的H左、右模结构。作为自由 A模，J A

C ' JC ⊗ZA (因此 2.3.5说
的是我们可赋予 J A

C 一个环结构，且有一个 Z-形式)。已经知道当 C 中只含有限
多个左胞腔时，J A

C 含有幺元 1。自然地定义 ϕAC , ψ
A
C，分别为 H 左、右模的同

态如下，

ϕAC : H → J A
C , Cx 7→ Cx · 1 =

∑
d∈C∩D

∑
y∼
坌坒
d

χ1(hx,d,y)Jy,

ψAC : H → J A
C , Cx 7→ 1 · Cx =

∑
d∈C∩D

∑
y∼
坌坒
d

χ2(hd,x,y)Jy.

式中用点 ·来表示 H左、右模的作用。若取 A为 C[q±
圱
圲 ]，χ1, χ2为 C[q±

圱
圲 ]上的

恒等映射，则简记为 ϕC : H → J q
C 和 ψC : H → J q

C。 利用 2.2.2′，不难证明 J A
C

上的H模结构与同态 ϕAC , ψ
A
C 有如下关系。

命命命题题题 2.3.9 Cx · Jy = ϕAC (Cx)Jy，Jy · Cx = Jyψ
A
C (Cx)，x ∈ W，y ∈ C。等式左边

的点 ·为 H左、右模结构，右边为 J A
C 中环的乘法。

推推推论论论 2.3.10 ϕAC 和 ψAC 是 C[q±
圱
圲 ]代数的同态。

证明： ∀x, y ∈ W，ϕAC (CxCy) = (CxCy) · 1 = Cx · (Cy · 1) = ϕAC (Cx)(Cy · 1) =

ϕAC (Cx)ϕ
A
C (Cy)。关于 ψAC 的证明类似。 �

记 J A := J ⊗Z A为各 J A
C 的直和。若W 只含有限多个左胞腔，定义代数

同态 ϕA : H → J A 为各 ϕAC 的直和，ψ
A : H → J A 为各 ψAC 的直和。若取 A为

C[q±
圱
圲 ]，χ1, χ2为 C[q±

圱
圲 ]上的恒等映射，则简记为 ϕ : H → J q 和 ψ : H → J q。

下面两个命题的证明见 [34, Proposition 18.12]。

命命命题题题 2.3.11 ϕ和 ψ为单同态。

命命命题题题 2.3.12 设 N 为 W 的 坡-函数的上界，则 (KerϕA)N+1 = (KerψA)N+1 = 0。

2.3.13 与 2.2.4类似，J A 的任意单模也对应唯一一个双边胞腔 C。设M 为 J A

的一个单模，任取 v ∈ M \ {0}，记 m为 v 的零化子，则 m为 J A 的极大左理

想，M ' J A/m。注意 J A = ⊕CJ A
C ，C 跑遍所有双边胞腔，其中各 J A

C 为 J A

的双边理想。存在双边胞腔 C，使得 J A
C * m，则 J A

C + m = J A。对其他双边

胞腔 C ′，只能有 J A
C地 ⊆ m。因此 M 为 J A

C 的商，其他 J A
C地 在 M 上的作用都为

零。
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2.4 有限 Coxeter群及其 Hecke代数的表示

在这一节中，我们假设W 为有限的 Coxeter群，这包括Weyl群，有限二面
体群，和两个孤立的情形，记为 H3,H4，见 [20, Ch. 2]。此时 坡-函数的有界性、
左胞腔数量的有限性都自动满足。

2.4.1 记 C(q
圱
圲 )为 C[q±

圱
圲 ]的分式域。在 [27]中，Lusztig对 Weyl群证明了群代

数 C(q
圱
圲 )[W ] 和 Hecke 代数 HC(q

圱
圲 ) 同构，并具体地构造出该同构。如 2.2.3 所

说，[27]中的证明背后隐藏着 Kazhdan-Lusztig猜想的正确性，这不是一个平凡
的事实。而有了基环 J 的理论之后，我们可利用它搭起有限 Coxeter群群代数和
Hecke代数之间的桥梁。这里简单回顾一下，可参考 [34, §20]。
取 C[q±

圱
圲 ]→ C(q

圱
圲 )为自然的嵌入。由 2.3.11不难推出，代数的同态

ϕC(q
圱
圲 ) : HC(q

圱
圲 ) → J C(q

圱
圲 )

为单同态。由于维数相等，ϕC(q
圱
圲 ) 是一个同构。再取 C[q±

圱
圲 ] → C为 q

圱
圲 7→ 1所

决定的同态，此时HC ' C[W ]为半单的有限维代数，由 2.3.12知同态

ϕC : C[W ]→ J C

也是单同态。同样由维数知 ϕC 为同构。类似地，ψC 也为同构。将系数变换为

C(q
圱
圲 )，得到同构

ϕC ⊗C C(q
圱
圲 ) : C(q

圱
圲 )[W ]→ J C(q

圱
圲 ).

因此我们得到了 C(q
圱
圲 )[W ]和HC(q

圱
圲 )之间的同构。

2.4.2 设 V 为 W 的一个复表示，由同构 ϕC 视为 J C 的模。自然地把系数扩
为 C[q±

圱
圲 ]，记 E := V ⊗C C[q±

圱
圲 ]，则 E 是 J q = J C ⊗C C[q±

圱
圲 ] 的模。由同

态 ϕ : H → J q 拉回，视 E 为 H 的模。此时 E 是自由的 C[q±
圱
圲 ] 模，秩等

于 dimC V，且如果把 q
圱
圲 取为 1，即通过 q

圱
圲 7→ 1做系数变换 E ⊗C [q±

圱
圲 ]C，它

上面的 H 模结构成为一个 C[W ] 模结构，自然地同构于 V。若系数取 C(q
圱
圲 )，

V ⊗C C(q
圱
圲 )还是 HC(q

圱
圲 ) 的单模。这给出了 HC(q

圱
圲 ) 的单模和W 的不可约复表示

的一一对应。为说话方便，定义下面的术语。

定定定义义义 2.4.3 (该定义中不假设W 为有限群)设一个H模 E 是一个自由 C[q±
圱
圲 ]模，

q
圱
圲 在 E上的作用为自然的数乘。通过 q

圱
圲 7→ 1作系数变换 E⊗

C[q圆
圱
圲 ]
C，记为 V。

由于 q
圱
圲 在 V 上的作用为 1，V 成为 W 的一个复表示。称H模 E 为 W 的复表

示 V 的一个 q-形变。

从定义中可以看出，作为自由 C[q±
圱
圲 ]模，E ' V ⊗CC[q±

圱
圲 ]，E的秩等于 V

的复维数。在这样的术语下，2.4.2说的是对有限 Coxeter群 W，每一个复表示

都可构造 q-形变。这种构造最早可能出现于 [32]。

2.4.4 回到W 为有限 Coxeter群的设定，设 V 为 W 的不可约复表示。这里回顾

一下 [28]介绍的另一种构造。由 q
圱
圲 7→ 1把 V 视为H的单模，设 C为 V 在 2.2.4
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意义下对应的双边胞腔。通过同构 ϕC，把 V 视为 J C的单模，在 2.3.13的意义
下假设它对应到双边胞腔 C ′。注意

ϕC(Cx|q 圱
圲 =1

) =
∑
d∈D

∑
y∼
坌坒
d

hx,d,y(1)Jy,

式中出现的 y 满足 y 6
LR

x，若 Cx 在 V 上作用非零，则求和式中存在某个 y

使得 Jy 作用非零，因此 C ′ 6
LR
C。把 (ϕC)−1(Jx) 写成各 Cy 的线性组合，则有

坡(x) ≤ 坡(y)，类似地可推出 坡(C ′) ≤ 坡(C)。由 2.1.20，可知 C = C ′。如果通过同
构 ψC把 V 视为 J C模，同样的论证表明它对应的双边胞腔也是 C。
设 C ′′ 是不同于 C 的双边胞腔，1C地地 为 J CC地地 的幺元。任取 j ∈ J CC地地，设

ψC(a) = j，a ∈ C[W ]，则 j = ψCC地地(a) = 1C地地 · a。在 J CC地地 ⊗C[W ] V 中，

j ⊗ V = 1C地地 · a⊗ V = 1C地地 ⊗ a · V.

由上一段知，a · V = 0，因此 J CC地地 ⊗C[W ] V = 0。

在 2.2.1中取 χ1为 C[q±
圱
圲 ]的恒等映射，而 χ2为 q

圱
圲 7→ 1，则根据 2.2.2，J q

C

成为一个H-C[W ]双模。做张量积 J q
C ⊗C[W ] V，它是一个H左模。作为 C[q±

圱
圲 ]

模，J q
C ' C[q±

圱
圲 ]⊗C J CC ，根据 2.3.9，H和 C[W ]分别通过同态 ϕ和 ψC左、右

作用于其上。因此，作为 H模，有同构

J q
C ⊗C[W ] V ' C[q±

圱
圲 ]⊗C J CC ⊗C[W ] V. ... (2.2)

由同态 ϕCC， J CC ⊗C[W ] V 成为一个 C[W ]左模。由 C的定义，容易验证下式是良
定义的 C[W ]模同态，且是非零的，因而是满同态，

J CC ⊗C[W ] V � V, Jx ⊗ v 7→ Cx · v. ... (2.3)

如果通过同构 ψC把 J C与 C[W ]作为代数等同，则(
J CC ⊗C[W ] V =

)
J C ⊗C[W ] V ' V.

从而维数相等，可知 (2.3)式是同构 (但这两个同构并不一样)。由 (2.3)式做系数
变换，并代入 (2.2)，得到

J q
C ⊗C[W ] V ' C[q±

圱
圲 ]⊗C J CC ⊗C[W ] V ' C[q±

圱
圲 ]⊗C V. ... (2.4)

其中第二个同构为 C[q±
圱
圲 ][W ] 左模的同构。由 (2.4) 中的同构，并根据 2.3.9，

h ∈ H 在 C[q±
圱
圲 ] ⊗C J CC ⊗C[W ] V 上的左作用等于 ϕ(h) ∈ C[q±

圱
圲 ] ⊗C J C 的左

乘，亦等于 (Id
C[q圆

圱
圲 ]
⊗ ϕC

−1
)(ϕ(h)) ∈ C[q±

圱
圲 ][W ] 的左作用。这表明，如果把

C[q±
圱
圲 ] ⊗C V 通过 2.4.2 的方式视为 H 模，则 (2.4) 是 H 模的同构，也就是说，

J q
C ⊗C[W ] V 也是 V 的 q-形变，并且与 2.4.2构造的 E 相同。

命命命题题题 2.4.5 V,E 如上。 坶
(
tr(T̃x, E)

)
,坶
(
tr(Cx, E)

)
≥ −坡(C)，更精确地，

tr(T̃x, E) = (−1)坡(C) tr(Jx, V )q−
坡在坃圩
圲 + q

圱
圲 的更高次项,
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tr(Cx, E) = (−1)坡(C) tr(Jx, V )q−
坡在坃圩
圲 + q

圱
圲 的更高次项.

且存在 x ∈ W，使得 tr(Jx, V ) 6= 0，即 坡(C)为使得不等式成立的最小整数。

证明： 任意的 x ∈ W，Cx通过 ϕ作用在 E 上，而

ϕ(Cx) =
∑
d∈D

∑
y∼
坌坒
d

hx,d,yJy,

因此

tr(Cx, E) =
∑
d∈D

∑
y∼
坌坒
d

hx,d,y tr(Jy, V ).

注意到 hx,d,y = (−1)坡(y)γx,d,y圀圱q−
坡在坹圩
圲 + q

圱
圲 的更高次项，而 γx,d,y圀圱 6= 0当且仅当

d ∼
L
x并且 y = x。这样的 d有且只有一个，而且此时 γx,d,x圀圱 = 1。再考虑到若

y /∈ C 则 Jy 在 V 上作用为零，因此

tr(Cx, E) = (−1)坡(C) tr(Jx, V )q−
坡在坃圩
圲 + q

圱
圲 的更高次项.

由 2.1.5，T̃x ∈ Cx + q
圱
圲

∑
y Z[q

圱
圲 ]Cy，因此

tr(T̃x, E) = tr(Cx, E) + q
圱
圲 的高于 −坡(C)次的一些项

= (−1)坡(C) tr(Jx, V )q−
坡在坃圩
圲 + q

圱
圲 的更高次项.

这证明了 2.4.5的前半部分。
对 d, d′ ∈ D，JdJd地 = δd,d地Jd，据此容易验证 J C 模 V 有子空间直和分解

V =
⊕

d∈D∩C JdV，并且对 d ∈ D ∩ C，Jd在 JdV 上为恒等作用，在其他的 Jd地V

上作用为零。因此，存在 d ∈ D ∩ C，使得 tr(Jd, V ) 6= 0。 �

2.5 二面体群

二面体群是秩为 2 的 Coxeter 群。在这一节中，我们计算二面体群 D∞ 和

Dm相应的 Kazhdan-Lusztig基的全部乘法关系。

2.5.1 由定义，无穷二面体群 D∞ = 〈r, t | r2 = t2 = e〉。为方便，记

rk := rtr · · ·︸ ︷︷ ︸
k项乘积

, tk := trt · · ·︸ ︷︷ ︸
k项乘积

, kr := · · · rtr︸ ︷︷ ︸
k项乘积

, kt := · · · trt︸ ︷︷ ︸
k项乘积

.

在二面体群中 y < w 当且仅当 `(y) < `(w)。据此，对 `(w)作归纳，由 2.1.9中
的递归公式可得 Py,w = 1，∀y, w，同时知道 y ≺ w当且仅当 `(w) = `(y) + 1。

命命命题题题 2.5.2 H(D∞)中 Kazhdan-Lusztig基的结构常数如下，
(1) C

坬rCt坬 = 2
(
Cs圲坬 + Cs圲坬圀圲

+ · · ·+ Cs圲
)
− Cs圲坬，(l ≥ 1)

(2) C
坬rCt坫 = Cs坫圫坬

+ 2
(
Cs坫圫坬圀圲

+ Cs坫圫坬圀圴
+ · · ·+ Cs坫圀坬圫圲

)
+ Cs坫圀坬

，(k > l ≥ 1)

(3) C
坬rCr坫 = −η

(
Cs坫圫坬圀圱

+ Cs坫圫坬圀圳
+ · · ·+ Cs坫圀坬圫圱

)
，(k ≥ l ≥ 1)
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Coxeter群的“反射”表示

其中 η = q
圱
圲 + q−

圱
圲，s = r或 t，取决于 L(lr) = {s}，即 lr的既约表达以 s开头。

对 k < l的情形，将 2.1.9中的反同态 Ψ作用到这些式子上即可。

证明： 对 l作归纳。当 l = 1时，由 2.1.11直接计算知命题成立。注意到 Ctr =

CtCr，直接计算可验证 l = 2的情形。下面假设 l ≥ 3，由 2.1.11此时有

C
坬r = C

坬圀圱tCr − C坬圀圲r. ... (2.5)

代入 (1) (2) (3)中，

C
坬rCt坬 = C

坬圀圱tCrCt坬 − C坬圀圲rCt坬 ,

C
坬rCt坫 = C

坬圀圱tCrCt坫 − C坬圀圲rCt坫 , (k > l)

C
坬rCr坫 = C

坬圀圱tCrCr坫 − C坬圀圲rCr坫 , (k ≥ l)

注意到 L(l−2r) = L(l−1t) = L(lr) = {s}，据归纳假设整理上述式子可得结论。�

注注注 2.5.3 利用同态 Φ (见 2.1.6)便得到另一组基 {C ′w}的乘法关系。

2.5.4 D∞有两个双边胞腔，{e}和 C1。由 2.5.2可得到基环 JC圱 的结构。

J
坬rJt坫 = 0, l, k ≥ 1,

J
坬rJr坫 = Js坫圫坬圀圱

+ Js坫圫坬圀圳
+ · · ·+ Js坪坫圀坬坪圫圱

, k, l ≥ 1, L(lr) = {s}.

2.5.5 对正整数 m ≥ 2，(2m阶)二面体群 Dm = 〈r, t | r2 = t2 = (rt)m = e〉。采
用 2.5.1 的记号，特别地，rm = tm 为最长元，将其记为 wrt。 2.5.1 的讨论对
Dm也成立。

命命命题题题 2.5.6 H(Dm)中 Kazhdan-Lusztig基的结构常数如下，
(1) C

坬rCt坬 = 2
(
Cs圲坬 + Cs圲坬圀圲

+ · · ·+ Cs圲
)
− Cs圲坬，

(m ≥ 2l ≥ 2)

(2) C
坬rCt坬 = f2l−mCr坭 − Cs圲坭圀圲坬

+ 2
(
Cs圲坭圀圲坬

+ Cs圲坭圀圲坬圀圲
+ · · ·+ Cs圲

)
，

(2m > 2l ≥ m+ 1)

(3) C
坬rCt坫 = Cs坫圫坬

+ 2
(
Cs坫圫坬圀圲

+ Cs坫圫坬圀圴
+ · · ·+ Cs坫圀坬圫圲

)
+ Cs坫圀坬

，

(k > l ≥ 1，k + l ≤ m)

(4) C
坬rCt坫 = fk+l−mCr坭 + Cs圲坭圀坫圀坬

+ 2
(
Cs圲坭圀坫圀坬圀圲

+ · · ·+ Cs坫圀坬圫圲

)
+ Cs坫圀坬

，

(m > k > l ≥ 2，k + l ≥ m+ 1)

(5) C
坬rCr坫 = −η

(
Cs坫圫坬圀圱

+ Cs坫圫坬圀圳
+ · · ·+ Cs坫圀坬圫圱

)
，

(k ≥ l ≥ 1，k + l ≤ m)

(6) C
坬rCr坫 = fk+l−mCr坭 − η

(
Cs圲坭圀坫圀坬圀圱

+ · · ·+ Cs坫圀坬圫圳
+ Cs坫圀坬圫圱

)
，

(m > k ≥ l ≥ 2，k + l ≥ m+ 1)

(7) C
坬rCr坭 = flCr坭，(m ≥ l ≥ 1)

其中 η, s同 2.5.2，fk 为如下的多项式，

fk =
∑

i≥0, k−2i≥1

(−1)k−i
(
k − 1− i

i

)
ηk−2i.
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第 2章 Kazhdan-Lusztig理论的若干基础知识

证明： (1) (3) (5)与 2.5.2相同，证明也是一样的。利用 2.5.2证明中的 (2.5)式，
对 l作归纳容易证明 (7)。下面对 l归纳来证明条目 (4)。

在条目 (4)的情形，只能有 m ≥ 4。若 l = 2，则 k = m − 1，若 l = 3，则

k = m − 1 (此时 m ≥ 5)或 k = m − 2 (此时 m ≥ 6)，这三种情况可直接计算验
证。现在考虑 l ≥ 4。先假设 k = m− 1，由 (2.5)式有

C
坬rCt坭圀圱 = C

坬圀圱tCr坭 + C
坬圀圱tCr坭圀圲 − C坬圀圲rCt坭圀圱 . ... (2.6)

对第一项应用条目 (7)的结论，对后两项应用归纳假设 (l ≥ 4保证了对后两项可

以应用条目 (4)的归纳假设)，知

(2.6)式 = fl−1Cr坭 +
(
fl−3Cr坭 + Cs坭圀坬圫圳

+ 2Cs坭圀坬圫圱
+ Cs坭圀坬圀圱

)
−
(
fl−3Cr坭 + Cs坭圀坬圫圳

+ Cs坭圀坬圫圱

)
= fl−1Cr坭 + Cs坭圀坬圫圱

+ Cs坭圀坬圀圱
.

因此此时 (4)成立。再假设 k ≤ m− 2，同样由 (2.5)式，

C
坬rCt坫 = C

坬圀圱tCr坫圫圱
+ C

坬圀圱tCr坫圀圱
− C

坬圀圲rCt坫 . ... (2.7)

对第一项可应用归纳假设，对后两项需要讨论 k + l − 2的值。如果 k + l − 2 ≥
m+ 1，由归纳假设得到

(2.7)式 = fk+l−mCr坭 + Cs圲坭圀坫圀坬
+ 2

(
Cs圲坭圀坫圀坬圀圲

+ · · ·+ Cs坫圀坬圫圴

)
+ Cs坫圀坬圫圲

+fk+l−m−2Cr坭 + Cs圲坭圀坫圀坬圫圲
+ 2

(
Cs圲坭圀坫圀坬

+ · · ·+ Cs坫圀坬圫圲

)
+ Cs坫圀坬

−fk+l−m−2Cr坭 − Cs圲坭圀坫圀坬圫圲
− 2

(
Cs圲坭圀坫圀坬

+ · · ·+ Cs坫圀坬圫圴

)
− Cs坫圀坬圫圲

= fk+l−mCr坭 + Cs圲坭圀坫圀坬
+ 2

(
Cs圲坭圀坫圀坬圀圲

+ · · ·+ Cs坫圀坬圫圲

)
+ Cs坫圀坬

.

如果 k + l − 2 ≤ m，对 (2.7)式的后两项应用条目 (3)，得到

(2.7)式 = fk+l−mCr坭 + Cs圲坭圀坫圀坬
+ 2

(
Cs圲坭圀坫圀坬圀圲

+ · · ·+ Cs坫圀坬圫圴

)
+ Cs坫圀坬圫圲

+Cs坫圫坬圀圲
+ 2

(
Cs坫圫坬圀圴

+ · · ·+ Cs坫圀坬圫圲

)
+ Cs坫圀坬

−Cs坫圫坬圀圲
− 2

(
Cs坫圫坬圀圴

+ · · ·+ Cs坫圀坬圫圴

)
− Cs坫圀坬圫圲

= fk+l−mCr坭 + Cs圲坭圀坫圀坬
+ 2

(
Cs圲坭圀坫圀坬圀圲

+ · · ·+ Cs坫圀坬圫圲

)
+ Cs坫圀坬

.

因此对 k ≤ m− 2的情形条目 (4)也成立。条目 (4)已完成。
对条目 (2)和 (6)也可类似验证，限于篇幅不再赘述。 �

2.5.7 Dm有三个双边胞腔，{e}、C1和最长元 {wrt}，其中 坡(wrt) = m。由 2.5.6
可得到基环 JC圱 的结构。

J
坬rJt坫 = 0, m > l, k ≥ 1,

J
坬rJr坫 = Js坫圫坬圀圱

+ Js坫圫坬圀圳
+ · · ·+ Js坪坫圀坬坪圫圱

, k, l ≥ 1, k + l ≤ m, L(lr) = {s},

J
坬rJr坫 = Js圲坭圀坫圀坬圀圱

+ · · ·+ Js坪坫圀坬坪圫圳
+ Js坪坫圀坬坪圫圱

,

m > k, l ≥ 2, k + l ≥ m+ 1, L(lr) = {s}.
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第第第 3章章章 坡-函函函数数数值值值为为为 1的的的表表表示示示

群W 的表示等价于 q
圱
圲 作用为恒等映射的 H的表示。在这一章中，我们考

虑满足如下条件的表示 V：若 w ∈ W，坡(w) ≥ 2，则 Cw 在 V 上的作用为零。

将这样的表示称为 A1-表示，在 3.3节中我们利用 W 中的二面体群给出 A1-表
示的一个刻画。特别地，Coxeter群有一个自然的表示，称为几何表示，它满足
这样的条件。

3.1 Coxeter群的几何表示

定定定义义义 3.1.1 给定一个 Coxeter系统 (W,S)，令 Vgeom为一个 C线性空间，以

{αs | s ∈ S}

为一组基。在 Vgeom上定义如下的对称双线性型，

B(αs, αt) := − cos
π

mst

.

特别地，B(αs, αs) = 1。对任意的 s ∈ S，v ∈ Vgeom，定义

s · v := v − 2 B(αs, v)αs.

它使 Vgeom 成为 W 的一个表示，称为几何表示 (geometric representation)。有些
文献也称之为 Tits表示。

从定义中可以看出，该复表示有一个实形式 V Rgeom :=
∑

sRαs，一般材料中
都把几何表示直接定义在 V Rgeom 上。我们为了方便，把它定义在复数域上。若把

S 写为 {s1, s2, . . . }，我们也把 αs坩 简记为 αi。

这里列出几个关于几何表示常用的性质，详见 [8, Ch.V §4]或 [20, II §5]。

命命命题题题 3.1.2 (1) Vgeom是个忠实表示。

(2) B在W 的作用下不变，即B(w·v1, w·v2) = B(v1, v2)，∀w ∈ W，vi ∈ Vgeom。

以下假设 (W,S)不可约，即它的 Coxeter图连通。
(3) W 是有限群当且仅当 B在 V Rgeom 上的限制是正定的，W 是仿射 Weyl群当
且仅当 B在 V Rgeom上的限制是退化半正定的。

(4) Vgeom 是不可约表示当且仅当 B是非退化的双线性型。

(5) 若 Vgeom 可约，记 V0 = {v ∈ Vgeom | B(v, Vgeom) = 0}，则 W 平凡地作用在

V0上，且任何 Vgeom的真子表示都包含于 V0中。特别地，Vgeom/V0是W 的

不可约表示。

(6) Vgeom到自身的表示的同态只有数乘。

(7) 在相差一个数乘的意义下，B是 Vgeom 上唯一的在 W 作用下不变的对称双

线性型。
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第 3章 坡-函数值为 1的表示

(6)和 (7)的证明： 设 φ : Vgeom → Vgeom 为模同态，对任意 s ∈ S，

s · φ(αs) = φ(s · αs) = −φ(αs),

因此 φ(αs) 是 s 作用的特征值为 −1 的特征向量。注意到 s 的特征值为 −1 的

特征子空间维数为 1，因此存在 cs ∈ C，使得 φ(αs) = csφ(αs)。设 s, t ∈ S 且
mst ≥ 3，

s · φ(αt) = φ(s · αt) = φ(αt − 2 B(αt, αs)αs) = ctαt − 2cs B(αt, αs)αs

= ct(s · αt) = ct(αt − 2 B(αt, αs)αs)

由于 B(αt, αs) 6= 0，我们得到 ct = cs。而W 的 Coxeter图连通，因此对任意的
s, t ∈ W，都有 ct = cs，即 φ为数乘。

设 B′是另一个满足 (7)中条件的双线性型。设 s, t ∈ S在 Coxeter图上相邻，
即满足mst ≥ 3。根据双线性性展开下式，并注意到 cos π

m坳坴
6= 0，

B′(αt, αt) = B′(s · αt, s · αt) = B′(αt + 2 cos
π

mst

αs, αt + 2 cos
π

mst

αs),

可以得到

cos
π

mst

B′(αs, αs) + B′(αs, αt) = 0. ... (3.1)

同理，

cos
π

mst

B′(αt, αt) + B′(αt, αs) = 0.

因此我们得到

B′(αt, αt) = B′(αs, αs). ... (3.2)

由于 Coxeter图连通，(3.2)对所有的 s, t ∈ S 都成立。设 B′(αs, αs) = c, ∀s ∈ S，
(3.1)告诉我们对任意相邻的 s和 t，B′(αt, αs) = cB(αt, αs)。

为说话方便，对任意 s, t ∈ S，记 d(s, t) 为 Coxeter 图中连接 s 和 t 的最

短路径的长度。这里路径 (path) 是指 S 中的序列 s0 = s, s1, . . . , sn = t，满足

ms坩s坩圫圱
≥ 3，∀i，并称 n为该路径的长度。假设对于任意满足 d(s, t) < n的 s, t，

已有 B′(αt, αs) = cB(αt, αs)。现在考虑 d(s, t) = n (n ≥ 2)的情况。取连接 s, t

的一条最短路径 s0 = s, s1, . . . , sn = t，那么

snsn−1 · · · s1 · αs =
n∑
i=0

ciαs坩 ,

其中所有的系数 ci 6= 0。如上展开，

B′(αs, αs) = B′(
∑

ciαs坩 ,
∑

ciαs坩)

= 2cocn B′(αs, αt) + 满足 d(−,−) < n的其他项.

该式对 B也成立。由归纳假设，我们得到 B′(αs, αt) = cB(αs, αt)。 �
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3.1.3 在基 {αs | s ∈ S}下，B的表示矩阵为一个实对称阵，因此该矩阵也定义

了 Vgeom上的一个 Hermitian型 (关于第一个变量线性，第二个变量共轭线性；关
于两个变量共轭对称)，记为 H。由于在基 {αs | s ∈ S}下W 作用的表示矩阵皆

为实矩阵，H也在 W 作用下不变。当 B非退化时，H也非退化。 H在实形式

V Rgeom 上的限制等于 B。

与 3.1.2 (7)相同的办法可证明，在相差一个 R×-数乘的意义下，H是 Vgeom

上唯一的 W -不变的 Hermitian 型。从而可以知道，若 Coxeter 群 W 是无限群，

则 Vgeom 不是酉表示。

3.2 二面体群的表示

在这一节中我们回顾有限和无限二面体群的表示，以供下文使用。

3.2.1 先考虑 Dm = 〈r, t | r2 = t2 = (rt)m = e〉。记 V = Cβr ⊕ Cβt，对任意的自
然数 1 ≤ k ≤ m/2，定义 Dm在 V 上的作用 ρk : Dm → GL(V )为

r · βr = −βr, r · βt = βt + 2 cos
kπ

m
βr,

t · βt = −βt, t · βr = βr + 2 cos
kπ

m
βt.

直观上，r 和 t以两个反射作用在实平面上，两条反射轴的夹角为 kπ/m，将系

数扩充到 C便得到 ρk，见图 3.1。

βr

βt

r

t

kπ
m

图 3.1: ρk : Dm → GL(V )

若 k < m/2，ρk 是不可约表示。若m为偶数且 k = m/2，则 ρm/2 = εr ⊕ εt
分裂为两个一维表示的直和，其中

εr : r 7→ −1, t 7→ 1; εt : r 7→ 1, t 7→ −1.

如 2.2.6，记 ε为符号表示，1为平凡表示，那么 Dm的所有不可约表示为

{1, ε, ρ1, . . . , ρ坭圀圱
圲
}, 若m为奇数；

{1, ε, εr, εt, ρ1, . . . , ρ坭
圲
−1}, 若m为偶数。

注注注 3.2.2 (1) 由 Schur 引理，当 k < m/2 时，ρk 的自同态必为数乘。这在第 4
章中会频繁地用到。
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第 3章 坡-函数值为 1的表示

(2) r 和 t 在 ρk 上的 +1-特征子空间都是一维的，但不重合，即不存在非零向
量同时被 r 和 t固定。这个事实在第 4章中将被用来证明不同二面体子群
表示的“粘合”是可行的。

3.2.3 若 1 ≤ k < m/2 (即 ρk 不可约时)，在 ρk 的表示空间 V 上有一个群作用不

变的双线性型 B，在相差一个 C×-数乘的意义下唯一：

B(βr, βr) = B(βt, βt) = 1, B(βr, βt) = B(βt, βr) = − cos
kπ

m
. ... (3.3)

特别地，B是对称的。

V 上的一个形式 H : V × V → C称为半双线性型如果它关于第一个变量线
性而关于第二个变量共轭线性。记 H为由 (3.3)式定义的半双线性型，那么 H在

ρk 作用下不变。若 H′ 是另一个群作用不变的半双线性型，则 H′ 与 H相差一个

C×-数乘。进一步，H′ 是 Hermitian型 (即共轭对称)当且仅当 H′ 与 H相差一个

R×-数乘。

3.2.4 若 d > 1为 k和m的公因子，那么 ρk 经由 D坭
坤
分解：

Dm
ρ坫 //

!! !!

GL(V )

D坭
坤

ρ 坫
坤

;;

3.2.5 下面回顾 D∞ = 〈r, t | r2 = t2 = e〉 的表示。它有四个一维表示，分别为
1, ε, εr, εt (记号如 3.2.1)。
由下式定义 D∞在 V = Cβr ⊕ Cβt上的表示，记为 %x,y：

r 7→

(
−1 x

0 1

)
, t 7→

(
1 0

y −1

)
其中 x, y ∈ C。为了和上文的 ρk 区分，这里 (和下文)使用变体的字母 %。假设

x, y, x′, y′ ∈ C×非零，以下事实成立：
(1) %x,y ' %x地,y地 当且仅当 xy = x′y′。

(2) %xy不可约当且仅当 xy 6= 4。若 xy = 4，%x,y同构于D∞的几何表示 (见 3.1
节)，也就是 %2,2，它是可约的。

为简化记号并消除歧义，对每一 z ∈ C，选取并固定 u = u(z) ∈ C使得 u2 = z，

并且若 z ∈ R+则选取 u =
√
z ∈ R+。记

%z := %u,u.

若 k,m ∈ N，1 ≤ k < m/2，当 z = 4 cos2 kπ
m
时，%z 经由 Dm 的表示 ρk 分解。

若 z = 4，%4 = %2,2为几何表示。若 z = 0，%0 = %0,0同构于 εr ⊕ εt。
此外，记 %tr := %1,0，%

r
t := %0,1，那么二者都是不可分解的表示。 %tr 有子

表示同构于 εr，相应的商表示同构于 εt；而 %rt 有子表示同构于 εt，其商同构于

εr。
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除了上述的表示，D∞有另一个“异样的”二维表示 (本文中不会用到)，记
为 %1ε : r 7→ ( −1 0

0 1 ), t 7→ ( −1 1
0 1 )。它以 ε为子表示，商为 1。

在同构的意义下，以上就是 D∞ 所有维数不超过 2的不可分解表示，如下
所列，

{1, ε, εr, εt, %tr, %rt , %1ε} ∪ {%z | z ∈ C×}.

其中包含了 D∞所有不可约表示，即

{1, ε, εr, εt} ∪ {%z | z ∈ C× \ {4}}.

对任一不可分解的二维表示 %，可验证：

(3) %的自同构只有数乘。
(4) 在 ε的表示空间 V 上有一个群作用不变的双线性型 B，且在相差一个数乘

的意义下唯一。其表示矩阵为(
1 −u

2

−u
2

1

)
若 % = %z, z 6= 0;(

1 0

0 0

)
若 % = %rt ;(

0 0

0 1

)
若 % = %tr 或 %1ε .

3.3 双边胞腔 C1和 A1-表示

如 2.2.6，令 q
圱
圲 的作用为 1，把W 的任一表示 V 视为一个H模。记 wrt为

Dm = 〈r, t〉的最长元，记号 rk, tk 如 2.5.1。记号 ρk 见 3.2.1。

引引引理理理 3.3.1 除了符号表示 ε，Cw坲坴 在 Dm 的其他不可约表示上的作用均为零。

Cw坲坴 在 ε上的作用为数乘 (−1)m · 2m。

证明： 对 1 ≤ k ≤ m/2，ρk 为二维表示。在这个表示上，Dm 中 m个长度为偶

数的元素的作用都为绕原点的旋转，并且旋转的角度均匀地分布在圆周上，因

此这些旋转映射之和为零。Dm中剩下的m个元素长度为奇数，在 ρk上的作用

为以上各旋转复合某一个 (固定的)反射，因此这些元素的作用之和也为零。由
二面体群的结果，已知

Cr坭 = T̃r坭 + (−1)mq
坭
圲 +

m−1∑
i=1

(−1)iq
坩
圲 (T̃r坭圀坩

+ T̃t坭圀坩
)

= T̃r坭 − q
圱
圲 (T̃r坭圀圱 + T̃t坭圀圱) + · · ·+ (−1)m−1q

坭圀圱
圲 (T̃r + T̃t) + (−1)mq

坭
圲 .

从式中可以看出，Cw坲坴 在 ρk 上的作用为这些旋转之和与反射之和的差，因此

Cw坲坴 在 ρk 上的作用为零。特别地，若m为偶数，ρ坭
圲

= εr ⊕ εt，Cw坲坴 在 εr 和 εt

上的作用为零。另外，可直接验证 Cw坲坴 在平凡表示 1上的作用为零，在 ε上的

作用为数乘 (−1)m · 2m。以上讨论的便是 Dm所有的不可约表示。 �
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第 3章 坡-函数值为 1的表示

定定定理理理 3.3.2 设 V 为 W 的一个表示，那么，对所有满足 坡(w) > 1的 w ∈ W 都成
立 Cw · V = 0当且仅当 V 满足以下条件，

(A1) 对任意两个互异的单反射 r, t ∈ S，若mrt <∞，则不存在 v ∈ V \ {0}，
使得 r · v = t · v = −v。

为说话方便，称这样的表示为 A1-表示。

证明： 设 r 6= t ∈ S，且mrt = m <∞，记 wrt = rtr · · · (m项乘积)如上。将表
示 V 限制到子群 Dm = 〈r, t〉上，则 V (无论维数有限还是无穷)分解为二面体
群 Dm的不可约表示的直和。若 v ∈ V \ {0}张成同构于 ε的子表示，则由 3.3.1
知 Cw坲坴 · v 6= 0。而根据 2.1.20 (7)，坡(wrt) = m > 1。

反之，设 V 满足条件 (A1)。由 2.1.22，坡(w) ≥ 2当且仅当 w有多个不同的

既约表达。此时根据 2.1.2，w的既约表达形如

· · · rtr · · ·︸ ︷︷ ︸
m坲坴 项乘积

· · · (mrt <∞).

对 `(w) 作归纳，归纳的起点为所有形如 w = wrt = rtr · · · (mrt 项乘积) 的元
素，这些情形已由 3.3.1 证明。一般地，设 w = xwrty，mrt < ∞，且 `(w) =

`(x) + mrt + `(y)。若 x 6= e，取 s ∈ S 使得 sx < x，则 sw < w 且 坡(sw) ≥ 2。

根据 2.1.11我们有
Cw = CsCsw −

∑
y≺sw
sy<y

µ(y, sw)Cy,

特别地，出现在求和式中的 y 都满足 y 6
L
sw，从而 坡(y) ≥ 坡(sw) ≥ 2。注意到

`(y) < `(sw) < `(w)，根据归纳假设，Cy 和 Csw 在 V 上的作用为零，因此 Cw

作用也为零。 �

推推推论论论 3.3.3 设 w ∈ W，坡(w) ≥ 2，则 Cw 在 Vgeom上的作用为零。

证明： 根据 Vgeom 的定义，容易验证它满足条件 (A1)。 �

推推推论论论 3.3.4 设W 不可约，V 是W 的不可约表示，则 V 在 2.2.4的意义下对应到
双边胞腔 C1当且仅当 V 不是平凡表示且满足条件 (A1)。

推推推论论论 3.3.5 若 V 是一个 A1-表示，U 为子表示，则商表示 V/U 也满足条件

(A1)。

证明： 若 Cw 在 V 上作用为零，那么它在 V/U 上作用也为零。 �

3.4 几何表示的 q-形变

当 W 是有限 Coxeter 群时，2.4 节对 W 的每个不可约表示都构造了一个

q-形变。在本节中我们将看到，相同的操作也能构造出 Vgeom 的一个 q-形变，同
时，这个 q-形变与 Curtis等人在 [13]中给出的构造一样，见 3.4.5。
回忆 2.1.22中的 Γs (s ∈ S)为一个左胞腔，故 Γ−1

s = {w−1 |w ∈ Γs}是一个
右胞腔。记 J C

Γ圀圱
坳
为 J CC圱 中由 {Jw |w ∈ Γ−1

s }张成的子空间。
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引引引理理理 3.4.1 J C
Γ圀圱
坳
是 J CC圱 的右理想，从而是它的 C[W ]右子模。作为 C[W ]右模，

J C
Γ圀圱
坳
由 Js一个元素生成。

证明： 基环中的乘法为 JxJy =
∑

z∈C γx,y,z圀圱Jz，而 γx,y,z圀圱 6= 0 可推出 z ∼
R
x，

见 2.3.3，因此 J C
Γ圀圱
坳
是 J CC圱 的右理想。由 2.3.9知 J C

Γ圀圱
坳
是 J CC圱 的 C[W ]右子模。

记M 为 Js生成的 J CΓ圀圱
坳
的 C[W ]右子模，要证明对任意 w ∈ Γ−1

s ，Jw ∈M。
对 `(w)作归纳。当 `(w) = 1时，w = s，无需说明。若 `(w) > 1，设 w = yt，

其中 t ∈ S，y ∈ Γ−1
s 且 `(y) = `(w)− 1。我们有

Jy · t = Jy + Jw +
∑
z∈C圱

z≺y,zt<z

µ(z, y)Jz.

等式右侧出现的 z满足 z 6
R
y，则 z ∈ Γ−1

s 。由归纳假设得到 Jw ∈M。 �

推推推论论论 3.4.2 设 V 为 W 的复表示，则 J CC圱 ⊗C[W ] V =
⊕

s∈S
(
Js ⊗C[W ] V

)
。

证明： 由 3.4.1，J CC圱 ⊗C[W ] V =
(⊕

s∈S J CΓ圀圱
坳

)
⊗C[W ] V =

⊕
s∈S
(
Js ⊗C[W ] V

)
。�

回忆 J q
C圱 是一个自由 C[q±

圱
圲 ]模，一组基为 {Jw |w ∈ C1}。由 2.2.1和 2.2.2，

它也是一个H-C[W ]双模。记 Egeom = J q
C圱 ⊗C[W ] Vgeom，它是一个H左模。

引引引理理理 3.4.3 作为 C[q±
圱
圲 ]模，Egeom =

⊕
s∈S C[q±

圱
圲 ]Js ⊗ αs。

证明： 设 v ∈ Vgeom。对任意的 s ∈ S，把 v写成

v = B(v, αs)αs + (v − B(v, αs)αs).

记 v0 = v − B(v, αs)αs，则 B(v0, αs) = 0，于是 (s+ 1) · v0 = 2v0，故

Js ⊗ v = Js ⊗ (B(v, αs)αs + v0)

= B(v, αs)Js ⊗ αs +
1

2
Js · (s+ 1)⊗ v0

= B(v, αs)Js ⊗ αs.

结合 3.4.2，Egeom =
⊕

s∈S C[q±
圱
圲 ]Js ⊗C[W ] Vgeom =

⊕
s∈S C[q±

圱
圲 ]Js ⊗ αs。 �

定定定理理理 3.4.4 Egeom是 Vgeom的 q-形变，即 Egeom ⊗C[q圆
圱
圲 ]
C ' Vgeom，且 Egeom是自由

的 C[q±
圱
圲 ]模。

证明： 将 Egeom ⊗C[q圆
圱
圲 ]
C简记为 ECgeom。下式定义了一个 C[W ]模同态，

φ : ECgeom → Vgeom,

Jw ⊗ v 7→ Cw · v, w ∈ C1, v ∈ Vgeom.

其中 Cw 通过 2.2.6 的方式作用在 v 上。由 3.3.2，对任意 坡-函数大于等于 2 的
w，Cw 在 Vgeom 上的作用总为零，容易验证 φ 是一个良定义的模同态。注意到

对任意 s ∈ S，Js ⊗ αs 7→ −2αs，因此 φ是满射。

从 3.4.3 可知，ECgeom 由 {Js ⊗ αs | s ∈ S} 张成，ECgeom 的维数等于 |S|，即
Vgeom 的维数，因此 φ是个同构。 �
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第 3章 坡-函数值为 1的表示

3.4.5 已经知道，Egeom 是一个自由 C[q±
圱
圲 ] 模，以 {Js ⊗ αs | s ∈ S} 为一组基，

Egeom ' Vgeom ⊗C C[q±
圱
圲 ]。 H 在 Egeom 上的作用也是容易写出的。设 s, t ∈ S，

s 6= t，则有

Ts · (Js ⊗ αs) = −Js ⊗ αs,

Ts · (Jt ⊗ αt) =
(
qJt + q

圱
圲Jst

)
⊗ αt

= qJt ⊗ αt + q
圱
圲Js · (t− 1)⊗ αt

= qJt ⊗ αt + q
圱
圲Js ⊗ (−2αt)

= qJt ⊗ αt − 2q
圱
圲Js ⊗

(
v0 + B(αt, αs)αs

)(
其中 v0 = αt − B(αt, αs)αs

)
= qJt ⊗ αt − q

圱
圲Js ⊗ (s+ 1) · v0 − 2q

圱
圲Js ⊗ B(αt, αs)αs

= qJt ⊗ αt − q
圱
圲Js · (s+ 1)⊗ v0 + 2q

圱
圲 cos

π

mst

Js ⊗ αs

= qJt ⊗ αt + 2q
圱
圲 cos

π

mst

Js ⊗ αs.

当 q取 1时，上式便成为 W 在几何表示上的作用。

在 [13, §9] 中，Curtis 等人构造了非等参数的 Hecke 代数 H 的一个模，作
为其 Coxeter 群的几何表示的一个 (非等参数的) 形变。这里介绍它在等参数设
定下的一个特殊形式，我们可以看到它与 Lusztig 构造的 q-形变是一致的。在
Vgeom ⊗C C[q±

圱
圲 ]上存在一个取值于 C[q±

圱
圲 ]的对称的 C[q±

圱
圲 ]-双线性型 B，在相差

一个 C[q±
圱
圲 ]数乘的意义下唯一，满足

−2q
圱
圲 cos

π

mst

=
(q + 1) B(αs, αt)

B(αs, αs)
, s, t ∈ S, s 6= t.

比如，取 B(αs, αs) = q+1
2
，B(αs, αt) = −q 圱

圲 cos π
m坳坴
，s 6= t。定义 H在 Vgeom ⊗C

C[q±
圱
圲 ]上的作用为

Ts · v := qv − (q + 1)
B(αs, v)

B(αs, αs)
αs, s ∈ S, v ∈ Vgeom ⊗C C[q±

圱
圲 ].

则 Vgeom ⊗C C[q±
圱
圲 ]成为 H的一个模，即 Egeom。

注注注 3.4.6 如果 Vgeom 是个可约的表示，由 [8, Ch. V §4 no. 7]，记

V0 := {v ∈ Vgeom | B(v, u) = 0,∀u ∈ Vgeom}.

则 V0为 Vgeom的子表示，且 Vgeom/V0为 W 的不可约表示。我们有如下短正合序

列，

0→ V0 → Vgeom → Vgeom/V0 → 0.

由张量函子右正合，得到正合序列

J q
C圱 ⊗C[W ] V0 → J q

C圱 ⊗C[W ] Vgeom → J q
C圱 ⊗C[W ] (Vgeom/V0)→ 0.
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注意W 在 V0上的作用是平凡的，从 3.4.3的证明中可知，J q
C圱 ⊗C[W ] V0 = 0，因

此J q
C圱⊗C[W ]Vgeom ' J q

C圱⊗C[W ](Vgeom/V0)。而我们已经知道Egeom = J q
C圱⊗C[W ]Vgeom

是一个秩为 |S| 的自由 C[q±
圱
圲 ] 模，因此 J q

C圱 ⊗C[W ] (Vgeom/V0) 不可能是 W 单模

Vgeom/V0的 q-形变。
因此，对一般的 W 的不可约表示，我们不能指望总是可以用 Lusztig的方

法构造出 q-形变。是否总存在 q-形变也是一个有趣的问题。

上面构造的 Egeom“满足”命题 2.4.5。

命命命题题题 3.4.7 在H模 Egeom上，坶(tr(Tw)) ≥ `(w)− 1，∀w ∈ W。存在 w使得等号

成立。

证明： 当 w = e时，tr(Te) = |S|，坶(tr(Te)) = 0。

为记号简洁，给 S 中的元素标序号，记为 {s1, s2, . . . }，简记 ms坩s坪 为 mij，

将乘积 si圱 · · · si坲 记为 i1 · · · ir，类似地，将 Ts坩圱 ···s坩坲 记为 Ti圱···i坲。设 w = i1 · · · ir
为一个既约表达，设 Tw 在基 {Js坩 ⊗ αs坩 | 1 ≤ i ≤ |S|} 下的表示矩阵为 (ai,j)，

ai,j ∈ C[q±
圱
圲 ]。下面对 r作归纳，证明，对任意的 i，

坶(ai,j) ≥ r, 若 j 6= ir,

坶(ai,i坲) ≥ r − 1.
... (3.4)

当 r = 1时，以 T1为例，由 3.4.5其表示矩阵形如
−1 q12 q13 · · ·
0 q 0 · · ·
...

. . . 0

0 · · · 0 q


其中 qij = 2q

圱
圲 cos π

m坩坪
。该矩阵满足性质 (3.4)。注意由定义有 坶(0) = +∞，见

2.1.18。特别地，tr(T1) = −1 + (|S| − 1)q，坶(tr(T1)) = 0，命题中不等式的等号

成立。

设 r ≥ 2，则 Tw = Ti圱···i坲圀圱Ti坲，设 Ti圱···i坲圀圱 和 Ti坲 的表示矩阵分别为 (bi,j)和

(ci,j)，则 ai,j =
∑

k bi,kck,j，由 2.1.18，有

坶(ai,j) ≥ min
k
{坶(bi,k) + 坶(ck,j)}.

(1) 当 j 6= ir 时，

i) 由归纳假设，对那些不等于 ir−1 的 k，坶(bi,k) ≥ r − 1，而由于 j 6= ir，

有 坶(ck,j) ≥ 1。

ii) 对 k = ir−1，由归纳假设，坶(bi,i坲圀圱) ≥ r − 2，而由于 ir−1 6= ir，有

ci坲圀圱,j = 0或 q，即 坶(ci坲圀圱,j) ≥ 2。

于是得到 坶(ai,j) ≥ r，∀j 6= ir，∀i。
(2) 当 j = ir 时，
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i) 由归纳假设，对那些不等于 ir−1的 k，坶(bi,k) ≥ r − 1，而 ck,i坲 = −1或

0，即 坶(ck,i坲) ≥ 0。

ii) 对 k = ir−1，由归纳假设，坶(bi,i坲圀圱) ≥ r − 2，而由于 ir−1 6= ir，有

ci坲圀圱,i坲 = 0，即 坶(ci坲圀圱,i坲) = +∞。
于是得到 坶(ai,i坲) ≥ r − 1，∀i。

因此 (3.4)对任意的 w成立。

最后，

坶(tr(Tw)) = 坶

(∑
i

ai,i

)
≥ min

i
坶(ai,i) ≥ r − 1.

这就是要证的结论。 �

3.5 其他 A1-表示的 q-形变

在这一节中我们对对应于 C1的不可约表示做进一步的探讨。

设 V 是W 的有限维不可约复表示，对应于双边胞腔 C，即 V 为 J CC 的商。
视 J CC 为 C[W ]双模，作张量积 J CC ⊗C[W ] V。有 C[W ]模同态 φ : J CC ⊗C[W ] V →
V，定义为 Jx ⊗ v 7→ Cx · v。该同态非零，因此是满射。 Lusztig在 [32]中证明
了 Kerφ的合成因子对应的 坡-函数值严格小于 坡(C)，即：

引引引理理理 3.5.1 设定如上。若 Cx ·Kerφ 6= 0，则 C 6
LR
x且 x /∈ C。

证明： 由 2.3.9，Cx通过 ϕCC 作用在 J CC 上，而如果 x不满足 C 6
LR
x，则 ϕCC (Cx)

为零。因此 C 6
LR
x。若 x ∈ C，设

∑
i Jy坩 ⊗ vi ∈ Kerφ，则

Cx ·
∑
i

Jy坩 ⊗ vi =
∑
i

Jx · Cy坩 ⊗ vi = Jx ⊗
∑
i

Cy坩 · vi = 0. �

注注注 3.5.2 记 E := J q
C ⊗C[W ] V = C[q±

圱
圲 ]⊗C J CC ⊗C[W ] V，则 E为 H模，且为自由

C[q±
圱
圲 ]模。仔细检查 2.4.5的证明，可知 2.4.5此时也成立：

tr(T̃x, E) = (−1)坡(C) tr(Jx,J CC ⊗C[W ] V )q−
坡在坃圩
圲 + q

圱
圲 的更高次项,

tr(Cx, E) = (−1)坡(C) tr(Jx,J CC ⊗C[W ] V )q−
坡在坃圩
圲 + q

圱
圲 的更高次项.

且存在 x ∈ W，使得 tr(Jx,J CC ⊗C[W ] V ) 6= 0。

3.5.3 如果 C = C1，即 V 对应于双边胞腔 C1，那么对任意 s ∈ S，Cs = T̃s − q
圱
圲

在 Kerφ上的作用都为零，即 Kerφ为零或一些平凡表示的直和。由 3.4.2知道，
v ∈ Kerφ可写成 v =

∑
s∈S Js ⊗ vs 的形式，其中 vs ∈ V。注意到 s2 = e，s (或

者说 T̃s)在 V 上的作用是半单的，特征值为 1和 −1。从 3.4.3的证明中可以知
道，若 vs为 s的特征值为 1的特征向量，则 Js ⊗ vs = 0，因此我们可以选取 vs

属于 s的特征值为 −1的特征子空间。对任意的 t ∈ S，

v = T̃t · v = −Jt ⊗ vt +
∑

s∈S,s6=t

(Jts + Js)⊗ vs

33



Coxeter群的“反射”表示

= −Jt ⊗ vt +
∑

s∈S,s6=t

(Jt ⊗ Cs · vs + Js ⊗ vs)

= Jt ⊗ (−vt −
∑

s∈S,s6=t

2vs) +
∑

s∈S,s6=t

Js ⊗ vs

于是我们得到

Jt ⊗ (2vt +
∑

s∈S,s6=t

2vs) = 0, ∀t ∈ S,

即

Jt ⊗
∑
s∈S

vs = 0, ∀t ∈ S.

用 φ作用得到

(T̃t − q
圱
圲 ) ·
∑
s∈S

vs = 0, ∀t ∈ S.

所以，向量
∑

s∈S vs 若非零，对任意的 t ∈ S，它都是 t的特征值为 1的特征向

量。但这是不可能的，因为 V 是对应到 C1的不可约表示。因此
∑

s∈S vs = 0。

反之，如果对每个 s ∈ S，在 V 中存在 s的特征值为 −1的特征向量 vs，使

得 {vs} 不全为零，且
∑

s∈S vs = 0，由上面的计算可知 v =
∑

s∈S Js ⊗ vs 属于
Kerφ。若 v = 0，由 3.4.2知，这意味着对每个 s ∈ S，Js ⊗ vs = 0。与上一段一

样，用 φ作用得到 vs 是 s的特征值为 1的特征向量，矛盾。综上，我们证明了

下面的命题。

定定定理理理 3.5.4 设 V 为 W 的有限维不可约复表示，对应于双边胞腔 C1，则满同态

φ : J CC圱 ⊗C[W ] V → V, Jx ⊗ v 7→ Cx · v

是一个同构当且仅当不存在 V 中不全为零的向量组 {vs}s∈S，使得对每个 s，

s · vs = −vs，且
∑

s∈S vs = 0。若 φ不是同构，则 W 在 Kerφ上的作用是平凡

的，且 Kerφ中的向量都可写成
∑

s∈S Js ⊗ vs的形式，其中 {vs}s如上。

注注注 3.5.5 从证明中知道对于 v ∈ V，Js ⊗ v = 0当且仅当 s · v = v。因此

JCC圱 ⊗C[W ] V =
⊕
s∈S

Js ⊗C[W ] V =
⊕
s∈S

Js ⊗C[W ] Vs,

其中 Vs为 s的 −1-特征子空间，且 dim Js ⊗C[W ] Vs = dimVs，因此

dim Kerφ =
∑
s∈S

dimVs − dimV.

这是 J CC圱 ⊗C[W ] V 中平凡表示的重数。所以定理中的等价条件也可表述为∑
s∈S

dimVs = dimV.

注注注 3.5.6 若 Vgeom 不可约，在 3.5.4中取 V = Vgeom，则定理中的条件 s · vs = −vs
意味着 vs 是 αs 的某个数乘。但 {αs | s ∈ S} 是线性无关的，因此得到各 vs 为

零。在这种情况下，3.4.4可以视为 3.5.4的特例。
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第 3章 坡-函数值为 1的表示

若 Vgeom 可约，由 3.1.2 (5)，任取 V0中的非零向量 v =
∑

s∈S vs，其中 vs为

αs 的某个数乘，那么在单模 Vgeom/V0 中 v = 0而 vs 不全为零。应用 3.5.4便得
到 3.4.6中 J CC圱 ⊗C[W ] (Vgeom/V0) 6' (Vgeom/V0)的结论。

例例例 3.5.7 无穷二面体群 D∞ = 〈r, t | r2 = t2 = e〉只有两个双边胞腔，{e}和 C1，

特别地，D∞的 坡-函数有界。除了平凡表示外，其他不可约表示都对应于 C1。

D∞ 有四个一维表示，分别为 1, ε, εr, εt，见 3.2.5。套用 3.5.4 可知，对
ρ = εr或 εt，有 J CC圱 ⊗C[W ] ρ ' ρ。而 J CC圱 ⊗C[W ] ε维数为 2，有两个合成因子，其

中的子模同构于平凡表示，由 Jr ⊗ ε− Jt ⊗ ε张成，商模同构于 ε。容易验证这

个合成列不分裂。从 3.4.6的讨论中知道，J q
C圱 ⊗C[W ] ε是几何表示的 q-形变。

对于二维不可约表示 %z (z ∈ C× \ {4}，见 3.2.5)，在相差一个数乘的意义
下，r的 −1-特征向量只有 (1, 0)，t的 −1-特征向量只有 (0,−1)。套用 3.5.4知，
J CC圱 ⊗C[W ] %z ' %z。
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第第第 4章章章 从从从图图图中中中构构构造造造表表表示示示

在上一章中，3.3.2确定了 Coxeter群 (W,S)的不可约表示对应于双边胞腔

C1或 {e}的充要条件 (A1)。这一章考察某一类满足 (A1)条件的表示，文中称为
IR-表示，这类表示可以视为几何表示的推广，S 中的元素以“反射”的方式作
用在表示空间上。借助一些图的拓扑我们可以得到这类表示的完整分类。基本

的想法是考虑由任意两个单反射 s, t ∈ S 生成的二面体子群，将表示限制在 W

的这些二面体子群上。而二面体群的表示论是清楚的，我们通过考察这些二面

体群的表示互相之间如何“粘”成整个表示，便可以确定整个表示的结构。在

这个过程中，一些和 Coxeter图类似的图会出现，和这个表示相关的信息将会记
录在这些图的同调群的特征标里。这样的考察不仅能得到表示的分类，还可以

反映出表示的其他一些性质，比如，在几何表示上有一个群作用不变的双线性

型，而 IR-表示上这样的双线性型的存在性与上述的图同调群的特征标的取值有
关。

受此启发，我们可以借助 Coxeter图的覆盖或基本群来构造一些 Coxeter群
的无穷维不可约表示。想法是类似的，取各二面体子群的无数个不可约表示通

过某种方式“粘”在一起。当 Coxeter图中存在回路时，它的万有覆盖是一个无
穷的图，可用来“指导”上述二面体子群的表示的粘合方式，从而得到一个无

穷维的表示。在 Coxeter图中若还存在一条标记不是 3的边，可以构造这个表示
使得它有一个不可约商。而如果没有边上标记的限制，而是假设 Coxeter图中存
在不止一个回路，那么该图的基本群是一个非交换的自由群，它有无穷维不可

约表示，这个表示也可用来“指导”二面体子群表示的粘合方式，以得到无穷

维的不可约商。

4.1 图的基本概念

4.1.1 由定义，一个无向图 G = (S,E)包含一个顶点集 S 和一个边集 E，边集

E 中的每个元素都是 S 的一个二元子集 {s, t}，称为边 (edge)， S 中的元素称

为顶点 (vertex)。在本文中，我们只考虑不含圈状边 (loop) 且边不带重数的图，
即：

(1) 若 {s, t} ⊆ S 是一条边，则 s 6= t。

(2) 任意一对 {s, t} ⊆ S 在 E 中最多只出现一次。

(在 Coxeter图中 mst 视为边 {s, t}的标记 (label)，而非重数。)称一个图为有限
图，如果 S 是一个有限集 (从而 E 也是有限集)。
若 s1, . . . , sn ∈ S，且对所有的 i，{si, si+1} ∈ E，则称序列 (s1, . . . , sn) 为

G 中的一条路径 (path)。若该路径还满足 s1 = sn，则称这样的路径为闭路径

(closed path)。把 (s1, . . . , sn−1, s1)和 (s2, . . . , sn−1, s1, s2)视为相同的闭路径。更

进一步，如果该闭路径中 s1, . . . , sn−1互异，则称该闭路径为回路 (circuit)。
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第 4章 从图中构造表示

如果图中每两个顶点都可用一条路径连接，则称该图连通。若连通图中不

存在回路，则称该图为一个树 (tree)。一般地，无回路的图称为森林 (forest)，它
是若干个树的并。

设 G = (S,E) 是一个连通有限图，若 T = (S,E0) 为 G 的具有相同顶点

集的连通子图，E0 ⊆ E，且 T 是一个树，则称 T 是 G的一个极大树 (maximal
tree)。该定义等价于 T 连通且 |E0| = |S| − 1。对一般的有限图 G，对每一连通

分支选取一个极大树，它们的并称为 G的极大森林。任意有限图总存在极大森

林，但不唯一。

4.1.2 图图图的的的同同同调调调 设G = (S,E)为有限图，它可以自然地视为有限单纯复形 (sim-
plicial complex)：顶点为零维单形，边为一维单形。有链复形

0→ C1(G)
∂−→ C0(G)→ 0.

这里我们取系数为 Z。零维同调群 H0(G) 是一个自由 Abel 群，秩等于 G 的连

通分支个数。一维同调群 H1(G) = Ker ∂ 作为 C1(G)的子群，也是有限生成的

自由 Abel群。
选取一个极大森林 G0 = (S,E0)，对任意的边 e ∈ E \ E0，取定 e的定向，

在图 (S,E0 ∪{e})中存在唯一的回路，记为 ce，使得该回路的方向与 e的定向相

容。 ce是 H1(G)中的一个元素。容易验证下面的群同态

H1(G)→
⊕

e∈E\E地

Ze (由 E \ E0中的元素生成的自由 Abel群)

∑
e∈E

ae · e 7→
∑

e∈E\E地

ae · e (ae ∈ Z)

是一个同构，因此我们得到

H1(G) =
⊕

e∈E\E地

Zce.

特别地，H1(G)的秩为 |E|− |E0| = |E|− |S|+ c，其中 c为 G的连通分支个数。

对 Coxeter 图 G，忽视各边上的标记 mst，它的整系数一维同调群也记为

H1(G)。

4.1.3 图图图的的的覆覆覆盖盖盖 设 G = (S,E)，G′ = (S ′, E ′)是两个图。设 p : S ′ → S 是集合

间的映射，若对任意 G′ 中的边 {s, t}，p(s) 6= p(t)，且 p({s, t})也是 G中的边，

则称 p为图之间的态射，记为 p : G′ → G。

∀s ∈ S，记 Es := {t ∈ S | {s, t} ∈ E}为图 G上与 s相邻的顶点集合。设 G

为连通有限图，p : G′ → G为图的态射，若进一步地，p(S ′) = S，且 ∀s ∈ S ′，
p 限制在 E ′s 上为双射 E ′s

∼−→ Ep(s)，则称 p 为图的覆盖 (covering)。特别地，G′

是局部有限的图，可视为局部有限的单纯复形，从而覆盖 p : G′ → G也是拓扑

空间的覆盖。

反之，视有限图 G为拓扑空间，设 p : X → G为拓扑空间的覆盖映射，可

以证明覆盖空间 X 有一个自然的图的结构，以 p−1(S)为顶点集，以 X \ p−1(S)
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的道路连通分支为边，见 [35, Theorem 83.4]。若取 p为万有覆盖，则X 单连通，

作为图的结构是一个树。因此任给连通图 G，总存在一个单连通的图 G′以及图

的覆盖 p : G′ → G。

设 G是连通的有限图但不是一个树，则它的基本群不平凡。设 p : G′ → G

是一个万有覆盖，从覆盖空间的理论知道，G′ 是一个无限图。不仅如此，G中

的边在 p下的原像也是 G′中的无穷条边。

4.2 Coxeter图和 IR-表示分类

为简单起见，本节至 4.4节假设 Coxeter系统 (W,S)满足如下条件：

mrt <∞, ∀r, t ∈ S.

记它的 Coxeter图为 G。在这一节中，我们考虑W 的满足如下条件的表示 V：

(IR) V 有一组基 {αs | s ∈ S}，且对任意的 s ∈ S 存在余维数为 1的子空间

Hs使得 s|H坳 = IdH坳，并且 s · αs = −αs。
“IR”两个字母意为“independent reflection”(线性无关的反射)。为说话方便，
将满足该条件的表示称为 IR-表示。显然 IR-表示满足 3.3.2 中的条件 (A1)。特
别地，几何表示满足条件 (IR)。
下面设 V 为一个 IR-表示。采用 3.2.1中的记号。

引引引理理理 4.2.1 设 r, t ∈ S，r 6= t。

(1) αr, αt在 V 中张成二面体子群 〈r, t〉的子表示。
(2) Hr 6= Ht且 V = (Hr ∩Ht)⊕ Cαr ⊕ Cαt。
(3) 作为 〈r, t〉的表示，Cαr ⊕ Cαt同构于 ρk坲坴，其中 1 ≤ krt ≤ mrt/2为某一整

数，ρk坲坴 为 3.2.1中定义的表示。

证明： 对任意的 s ∈ S，V = Hs ⊕ Cαs。任取 v ∈ V，写为 v = vs + aαs，其中

vs ∈ Hs, a ∈ C，则 s · v = v − 2aαs。因此 〈r, t〉的作用保持子空间 Cαr ⊕ Cαt。
设 0 6= v ∈ Hr ∩Ht ∩ (Cαr⊕Cαt)，那么 v = xrαr +xtαt，其中 xr, xt ∈ C×。

直接计算得知对任意 n ∈ N，(rt)n · (xrαr) = xrαr + 2nv，这与假设mrt <∞矛
盾。

由 (2)，在子表示 Cαr ⊕Cαt中没有 〈r, t〉的平凡表示 1。根据假设 (IR)，符
号表示 ε也不会出现。另外，该表示也不是 2εr 或 2εt，因此，Cαr ⊕ Cαt 只能
同构于某个 ρk坲坴。 �

4.2.2 从 4.2.1 (3)中知道，存在 atr, a
r
t ∈ C× (但不唯一)使得从 ρk坲坴 到 Cαr ⊕ Cαt

的同构把 βr 映为 atrαr，把 βt 映为 artαt (βr, βt 是 3.2.1中选定的 ρk坲坴 的一组基)，
也就是说，

r · αt = αt + 2
atr
art

cos
krtπ

mrt

αr, t · αr = αr + 2
art
atr

cos
krtπ

mrt

αt. ... (4.1)

因此，鉴于 r, t 是任取的一对单反射，W 在 V 上的作用由资料 (krt, a
t
r)r,t∈S,r 6=t

唯一确定。
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反之，任给并固定如下资料，

(krt, a
t
r)r,t∈S,r 6=t, 其中 krt ∈ N, 1 ≤ krt = ktr ≤

mrt

2
, atr ∈ C×,

对任意的 r ∈ S 由下式定义 r在 V :=
⊕

s∈S Cαs上的线性作用，

r · αr = −αr, r · αt = αt + 2
atr
art

cos
krtπ

mrt

αr, ∀t 6= r. ... (4.2)

我们断言在该作用下，V 成为 W 的 IR-表示。

断言的证明： 首先，容易知道 r2 的作用为恒等映射。考虑 (rt)m坲坴，在 Cαr ⊕
Cαt 上，(rt)m坲坴 作用为恒等映射因为这个二维子空间构成 〈r, t〉的表示 ρk坲坴。对

于 s 6= r, t (如果存在的话)，记 V1 为由 αr, αt, αs 张成的三维子空间。根据构造，

存在向量 v1 ∈ Cαr ⊕ Cαs 和 v2 ∈ Cαr ⊕ Cαt，使得在基 {αr, αt, αs} 下，v1 的

αs-系数非零，v2 的 αt-系数非零，并且 r · v1 = v1，r · v2 = v2。因此 v1 和 v2 张

成了 V1 的一个二维子空间，r 在其上作用为恒等映射。同理，存在 v3 和 v4 张

成 V1的一个二维子空间并且逐点在 t作用下保持不动。出于维数的原因，在 V1

中便存在非零向量 v同时被 r和 t固定。

根据构造，Cαr⊕Cαt构成 〈r, t〉的表示 ρk坲坴，这里面不存在被 r和 t同时固

定的非零向量，因此 v /∈ Cαr ⊕ Cαt。由 V1的定义，知 αs = xvv + xrαr + xtαt，

其中 xv, xr, xt ∈ C。至此可以看到 (rt)m坲坴 · αs = αs。由于 s 6= r, t是任意的，我

们得到，V 在上述定义的作用下成为 W 的一个表示。

从上述论证中也可以看出，对每一个 r ∈ S，存在 |S| − 1个线性无关的向

量被 r所固定，因此表示 V 满足条件 (IR)。 �

4.2.3 我们需要确定何时两组不同的资料 (krt, a
t
r)r,t 和 (lrt, b

t
r)r,t 定义了同构的表

示。记 V1 =
⊕

s∈S Cαs，V2 =
⊕

s∈S Cα′s 分别为这两组资料所定义的 IR-表示。
假设它们是同构的，ϕ : V1

∼−→ V2，根据 4.2.1 (3)，必然成立 krt = lrt，∀r, t ∈ S，
即

V1 ' V2 =⇒ krt = lrt,∀r, t ∈ S.

对任意一对互异的 r, t ∈ S，取 drt = g. c. d.(mrt, krt)。定义另一个 Coxeter
系统 (W̃ , S) 如下，它有相同的生成元集 S，而 rt 的阶为 m̃rt := mrt/drt。记

G̃ = (S,E) 为 (W̃ , S) 的 Coxeter 图。我们有一个自然的群同态 W � W̃。根

据 3.2.4，W 的表示 V1 和 V2 经由 W̃ 分解。作为 W̃ 的 IR-表示，V1 由资料

(k̃rt, a
t
r)r,t所定义，其中 k̃rt := krt/drt。V2类似。

链群 C1(G̃) 是一个由 (定向的) 边集 {(s, t)} 生成的自由 Abel 群。由下式，
资料 (krt, a

t
r)r,t定义了 C1(G̃)的一个一维表示，

(r, t) 7→ art
atr
.

该表示限制到子群 H1(G̃)上，记为 χ1。类似地，(r, t) 7→ brt/b
t
r 定义了 H1(G̃)的

另一个特征标，记为 χ2。
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引引引理理理 4.2.4 在 ϕ : V1
∼−→ V2的假设下，χ1 = χ2。

证明： 设 (s1, s2, . . . , sn, s1) 是 G̃ 中的一条回路，为简便，记 αi := αs坩，a
j
i :=

a
s坪
s坩，mij, m̃ij, kij, α

′
i, b

j
i 等类似。据假设，ϕ(α1)是 α′1的某个常数倍，设 ϕ(α1) =

xα′1，x ∈ C×。既然 s1, s2 是 G̃的一条边，有 k12 6= m12/2，因此 Cα1 ⊕ Cα2 和

Cα′1 ⊕Cα′2构成子群 〈s1, s2〉的同构的不可约表示 ρk圱圲。由 V1, V2的构造和 Schur
引理，我们得到 ϕ(α2) = x(a2

1b
1
2/a

1
2b

2
1)α′2。沿着所选取的回路做同样的分析，最

终我们得到

ϕ(α1) = x
a2

1a
3
2 · · · ann−1a

1
nb

1
2b

2
3 · · · bn−1

n bn1
a1

2a
2
3 · · · an−1

n an1b
2
1b

3
2 · · · bnn−1b

1
n

α′1,

与 ϕ(α1) = xα′1作比较，下式成立，

a1
2a

2
3 · · · an−1

n an1
a2

1a
3
2 · · · ann−1a

1
n

=
b1

2b
2
3 · · · bn−1

n bn1
b2

1b
3
2 · · · bnn−1b

1
n

.

等号两边分别为所选取的回路在 χ1和 χ2下的值。 �

由 4.2.4，给一组资料 (krt, a
t
r)r,t，4.2.3 中定义的 H1(G̃) 的一维表示只依赖

于该资料所定义的 IR-表示的同构类。

推推推论论论 4.2.5 取定正整数集 (krt)r,t，4.2.3中给出的映射

Θ = Θ((krt)r,t) :{由 (krt, a
t
r)r,t定义的 IR-表示 | atr ∈ C×,∀r, t ∈ S}/ '

→ {H1(G̃)的特征标}

是良定义的。

引引引理理理 4.2.6 取定 (krt)r,t如上，Θ是满射。

证明： 选取并固定 G̃ = (S,E)的一个极大森林 G̃0 = (S,E0)，记 ce (e ∈ E \ E0)
为 4.1.2中定义的回路，那么

H1(G̃) =
⊕

e∈E\E地

Zce,

给出 H1(G̃)的一个特征标 χ等价于给出一组数 {xe ∈ C× | e ∈ E \ E0}，并指定
χ(ce) = xe。对任意一对互异的 r, t ∈ S，取

atr =

x(t,r), 若 {t, r} ∈ E \ E0且定向为 (t, r)，

1, 其它情况。

容易验证，在映射 Θ下，资料 (krt, a
t
r)r,t给出了上面给定的特征标 χ。 �

引引引理理理 4.2.7 取定 (krt)r,t如上，Θ是单射。

证明： 假设 Θ(V1) = Θ(V2)，其中 V1 =
⊕

s∈S Cαs，V2 =
⊕

s∈S Cα′s分别为两组
资料 (krt, a

t
r)r,t和 (krt, b

t
r)r,t定义的 IR-表示。在 G̃的任意一个连通分支中取定一
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个顶点 s1，对同一连通分支中的任一顶点 s，选择一条路径 (s1, s2, . . . , sn = s)。

使用 4.2.4证明中的记号 αi, a
j
i 等等。由下式定义一个线性映射 ϕ : V1 → V2，

α1 7→ α′1,

αn 7→
a2

1a
3
2 · · · ann−1b

1
2b

2
3 · · · bn−1

n

a1
2a

2
3 · · · an−1

n b2
1b

3
2 · · · bnn−1

α′n.

我们需要验证 ϕ(αn)不依赖于上述路径的选取 (但注意 ϕ依赖于每一连通分支中

的顶点 s1的选取)。设另有一条路径连接 s1和 sn = s，记为

(s1, sp, sp−1, . . . , sn+1, sn),

它和原来的路径首尾相连构成一条闭路径

(s1, . . . sn, sn+1, . . . , sp, s1).

由于 Θ(V1) = Θ(V2)，我们有

a1
2 · · · an−1

n ann+1 · · · ap−1
p ap1

a2
1 · · · ann−1a

n+1
n · · · app−1a

1
p

=
b1

2 · · · bn−1
n bnn+1 · · · bp−1

p bp1
b2

1 · · · bnn−1b
n+1
n · · · bpp−1b

1
p

.

将该等式整理为

a2
1a

3
2 · · · ann−1b

1
2b

2
3 · · · bn−1

n

a1
2a

2
3 · · · an−1

n b2
1b

3
2 · · · bnn−1

=
ap1a

p−1
p · · · ann+1b

1
pb
p
p−1 · · · bn+1

n

a1
pa
p
p−1 · · · an+1

n bp1b
p−1
p · · · bnn+1

.

这便意味着 ϕ(αn)不依赖于路径的选取。

由定义，ϕ是一个线性空间的同构。下面验证 ϕ是W 的表示的同态。为此

只需验证 ϕ(s · αt) = s · ϕ(αt)，∀s, t ∈ S。若 s = t，这是显然的。若 s 6= t且在

G̃中不相邻 (即 {s, t}不是一条边，m̃st = 2)，那么 s · αt = αt，s · α′t = α′t，上

述等式依然成立。现在假设 m̃st > 2，则 s和 t落在 G̃的同一个连通分支中。设

ϕ(αs) = xα′s，x ∈ C×，根据上一段所证明的良定义性，有

ϕ(αt) = x
atsb

s
t

astb
t
s

α′t.

直接计算得

ϕ(s · αt) = ϕ

(
αt + 2

ats
ast

cos
kst
mst

αs

)
= x

atsb
s
t

astb
t
s

α′t + 2x
ats
ast

cos
kst
mst

α′s,

s · ϕ(αt) = x
atsb

s
t

astb
t
s

(s · α′t)

= x
atsb

s
t

astb
t
s

(
α′t + 2

bts
bst

cos
kst
mst

α′s

)
.

因此 ϕ(s · αt) = s · ϕ(αt)。 �

将这一节的所有讨论结合起来，我们便证明了：
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定定定理理理 4.2.8 (W,S)的 IR-表示的同构类一一对应于如下的资料{(
(krt)r 6=t∈S, χ

) ∣∣∣ 1 ≤ krt = ktr ≤
mrt

2
，∀r, t，χ是 H1(G̃)的特征标

}
.

这个双射的构造见 4.2.3和 4.2.6的证明过程。

注注注 4.2.9 (1) 取所有的 krt = 1，以及 χ为平凡表示，所得到的 IR-表示就是几何
表示 Vgeom。

(2) 上述定理得到的表示分类在基域为 R时也适用。
(3) 记 (W,S)的 Coxeter图为 G，忽略 Coxeter图上的标记，G̃是G的子图，二

者具有相同的顶点集。G中的边 {r, t}不出现在 G̃中当且仅当mrt为偶数，

并且 krt选取为mrt/2。有可能出现 G连通但 G̃不连通的情况。

从 4.2.7的证明中可以得到如下推论，而 3.1.2 (6)是该推论的特例。

推推推论论论 4.2.10 V，G̃如上，记 g 为 G̃的连通分支的数目，那么 EndW (V ) ' C⊕g。
特别地，若 g = 1，V 的自同态只能为数乘。

4.3 可约性和 R-表示

当 (W,S) 可约时，几何表示自然地分解为各分支的几何表示的直和。当

(W,S) 不可约时，3.1.2 (4)(5) 告诉我们如何判断几何表示是否可约，并刻画了
它的子表示。在这一节中，我们会看到对一般的 IR-表示也有类似的命题。作为
应用，我们对更大的一类表示也有清晰的刻画。

4.3.1 IR-表表表示示示的的的可可可约约约性性性 设 V 为 (W,S)的一个 IR-表示，由资料 (krt, a
t
r)r,t 所定

义。设 G̃的连通分支分解 S = tiSi，记Wi和 W̃i分别为 Si在W 和 W̃ 中生成的

子群，则 W̃ =
∏

i W̃i，且 V =
⊕

i Vi 其中 Vi =
⊕

s∈S坩
Cαs 是W 在 V 中的子表

示。每一个 Vi都是 Coxeter系统 (Wi, Si)的一个 IR-表示，由资料 (krt, a
t
r)r,t∈S坩,r 6=t

定义，并经由 W̃i 分解。对 j 6= i，Wj 在 Vi 上的作用是平凡的。我们可以将目

光集中在各分量上。

现在假设 G̃ 是连通的。设 V0 是 V 的子表示，v ∈ V0。若对某一 s ∈ S，

s · v 6= v，那么根据定义 v− s · v ∈ C×αs，从而 αs ∈ V0。若 r ∈ S是 G̃中和 s相

邻的一个顶点，由于 Cαs ⊕Cαr 构成 〈s, r〉的一个不可约子表示，必有 αr ∈ V0。

注意到 G̃连通，归纳地，得到 V = V0。所以，如果 V 可约，那么 V 有一个极

大的真子表示，W 平凡地作用在这个子表示上。并且，商表示是不可约的。

给 S 中的元素编号，S = {s1, s2, . . . , sn}，并使用记号 αi, kij, a
j
i 等等。设

v =
∑

j xjαj，其中 xj ∈ C不全为零，则

si · v = −xiαi +
∑
j 6=i

xj

(
αj + 2

aji
aij

cos
kijπ

mij

αi

)
=
(
−xi +

∑
j 6=i

2xj
aji
aij

cos
kijπ

mij

)
αi +

∑
j 6=i

xjαj.
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若 v被所有的 si所固定，那么

xi −
∑
j 6=i

xj
aji
aij

cos
kijπ

mij

= 0, ∀i. ... (4.3)

这样的非零向量 v 存在，即方程组 (4.3)关于不定元 {xi}i 有非零解，当且仅当
n× n的系数矩阵 A是奇异的，

A :=


1 −a圲圱

a圱圲
cos k圱圲π

m圱圲
. . .

−a圱圲
a圲圱

cos k圱圲π
m圱圲

1

...
. . .

 ... (4.4)

(对角线上元素为 1，而对 i 6= j，(i, j)位置的元素为 −a坪坩
a坩坪

cos
k坩坪π

m坩坪
。注意 A一般

不是对称矩阵。) A 的余秩等于解空间的维数，即 V 的极大子表示的维数。将

上述讨论总结为下面的命题：

命命命题题题 4.3.2 设 V 为 W 的 IR-表示，由资料 (krt, a
t
r)r,t所定义。

(1) 设 G̃连通，V 不可约当且仅当 (4.4)中的矩阵 A可逆。

(2) 设 G̃连通，若 V 可约，则 V 有一个极大真子表示 V0，W 平凡地作用在 V0

上。任何 V0 外的向量生成整个表示 V，因此 V 不是半单的，而且商 V/V0

是维数为 rank(A)的不可约表示。

(3) 若 G̃ 不连通，S = tiSi 为其连通分支分解，那么 V =
⊕

i Vi 其中 Vi =⊕
s∈S坩

Cαs是不可分解的子表示。 (1)和 (2)中的结果可应用在各 Vi上。特

别地，V 半单当且仅当矩阵 A可逆。

注注注 4.3.3 从 4.2.8 中知道，若取定 (krt)r,t 使得 G̃ 连通，相应的 IR-表示由环面
(C)N 参数化，其中 N 是 H1(G̃)的秩。对 H1(G̃)的任一特征标，采用 4.2.6的方
法选取数集 (atr)r,t，由上面的命题可知，这些 IR-表示中的可约表示全体构成了
(C)N 的一个子簇。

4.3.4 R-表表表示示示 在条件 (IR)中，我们要求向量组 {αs}s 是线性无关的。现在我们
想去掉这个假设，但仍旧保留 3.3.2 中的条件 (A1)。因此，称 W 的表示 V 为

R-表示，如果 V 满足下面的条件：

(R) V 由非零向量 {αs | s ∈ S}张成。对任意的 s ∈ S，存在余维数为 1的

子空间 Hs 使得 s|H坳 = IdH坳，并且 s · αs = −αs。而且，对任意一对
r 6= t ∈ S，若mrt <∞，则 αr 和 αt是线性无关的。

显然 R-表示也满足条件 (A1)。注意在本节中我们仍假设所有的mrt <∞ (见 4.2
节开头)，故任意一对 αr, αt都不在同一条 (复)直线上。

定定定理理理 4.3.5 设 V 是一个 R-表示。
(1) 在同构的意义下，存在唯一的 IR-表示 V ′使得 V 是 V ′的商，记为 π : V ′ �

V，且 Ker π作为子表示，其上的W 作用是平凡的。
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(2) 所有半单 R-表示的同构类一一对应于所有 IR-表示的同构类，亦对应于
4.2.8 中的资料集 {((krt)r,t, χ)}。特别地，不可约 R-表示对应于其中 G̃ 连

通的那些资料。

证明： V =
∑

s∈S Cαs，且对任意的 s ∈ S，V = Hs ⊕ Cαs。根据假设，对
任意的 r 6= t ∈ S，Cαr + Cαt = Cαr ⊕ Cαt 是二维子空间。与 4.2.1 同理，
Cαr ⊕ Cαt 是二面体群 〈r, t〉 在 V 中的子表示。因此，如同 4.2.2，V 给出了

一组资料 (krt, a
t
r)r,t。记 V ′ =

⊕
s∈S Cα′s 为这组资料所定义的 IR-表示，以及

π : V ′ → V 为线性满射 α′s 7→ αs。容易验证，π是表示的同态，因此 V 是 V ′的

商。这证明了 (1)中的存在性断言。
假设 V ′′ =

⊕
s∈S Cα′′s 是另一个 IR-表示，由资料 (lrt, b

t
r)r,t 定义，且 π′′ :

V ′′ � V 为满同态。把基向量调整为某个常数倍后，可假设 π′′(α′′s) = αs，∀s。
限制到二面体子群 〈r, t〉上，由于 Cα′′r ⊕ Cα′′t 和 Cαr ⊕ Cαt 作为 〈r, t〉的表示是
同构的，必成立 krt = lrt。然后，考虑 r ·α′′t 和 r ·αt，若 krt 6= mrt/2，根据 (4.1)
式知 atr/a

r
t = btr/b

r
t。因此，资料 (krt, a

t
r)r,t 和 (krt, b

t
r)r,t 给出了 H1(G̃)的相同的

特征标。由 4.2.8，有表示同构 V ′ ' V ′′。这证明了 (1)中的唯一性断言。
设 S = tiSi 为 G̃的连通分支分解，则 V ′ =

⊕
i V
′
i，其中 V ′i =

⊕
s∈S坩

Cα′s
为 V ′ 的子表示。记 V ′i,0 为 V ′i 的极大子表示 (可能为零)。若 0 6= v ∈ Ker π，写

为 v = ⊕ivi，其中各 vi ∈ V ′i。取 s ∈ Sj，对任意的 i 6= j，有 s · vi = vi。若

s · vj 6= vj，则 4.3.1中的论证表明 V ′j ⊆ Ker π，这与 π(α′s) = αs矛盾。因此对每

一个 i，有 vi ∈ V ′i,0，W 在 Ker π上的作用平凡。 (1)得证。
我们已得到 Ker π ⊆ V ′0 :=

⊕
i V
′
i,0。一方面，根据 4.3.2，V ′/V ′0 是半单的

R-表示。另一方面，若 Ker π ( V ′0，比如 V ′j,0 * Ker π，那么 π(V ′j )是 V 的不可

分解但可约的子表示，从而 V 不是半单的。 (2)得证。 �

注注注 4.3.6 (1) 取证明中的 v = ⊕ivi ∈ Ker π，分量 vi 有可能不属于 Ker π。事实

上，取
⊕

i V
′
i,0的任意子空间，商 V ′/K 皆为W 的 R-表示。 4.3.7便是这样

的具体例子。

(2) 设 V ′ 是一个 IR-表示，V1, V2 为 R-表示且为 V ′ 的商，π1 : V ′ � V1，

π2 : V ′ � V2。假设 G̃ 连通，与 4.2.10 相同的论证表明 EndW (Vi) = C
且 HomW (V ′, Vi) ' C，∀i = 1, 2。此时若有同构 φ : V1

∼−→ V2，则复合映射

φ ◦ π1 : V � V2 是 π2 的非零常数倍。因此 Ker π1 ⊆ Ker π2。同理得到反方

向的包含，从而 Ker π1 = Ker π2。也就是说，在 G̃连通时，IR-表示 V ′ 的

商表示的同构类由 V ′的极大子表示 V ′0 的子空间全体所参数化，即 V ′0 中所

有 Grassmann流形的并。
但是，当 G̃不连通时，由于 IR-表示的自同态在不同的 G̃的分支上可以是

不同的数乘，上述的讨论失效，对不同的子空间作商可能得到同构的商表

示。下面是一个简单的例子。

例例例 4.3.7 当 G̃ 不连通时，IR-表示关于两个不相同的子表示的商可能是同构的。

44



第 4章 从图中构造表示

假设 G = G̃为 Ã2 × Ã2型，即

s1

s2 s3

s4

s5 s6

取 V 为相应的几何表示，那么 V 同构于两个 Ã2 的几何表示的直和。取 v1 =

α1+α2+α3，v2 = α4+α5+α6，那么 V0 := Cv1⊕Cv2是 V 的极大子表示，带有W

的平凡作用。商 V/Cv1和 V/Cv2显然是不同构的。但是，令 V1 = V/C(v1 +v2)，

V2 = V/C(v1 + 2v2)，则 αi 7→ αi, i = 1, 2, 3，αj 7→ 2αj, j = 4, 5, 6定义了一个从

V1到 V2的同构。

4.4 其他性质：双线性型，对偶表示

在这一节中我们考察 IR-表示的其他性质。首先我们讨论 IR-表示何时拥有
一个群作用不变的双线性型。然后我们考虑一个 IR-表示的对偶表示的结构，发
现大多数时候也是 IR-表示，并且二者所对应的资料也有好的联系。这些讨论也
可简单地过渡到 R-表示上。
如 4.3.1开头所说，一个 IR-表示 V 以 G̃分解为连通分支之并的方式分解为

子表示的直和，并且每个子表示为相应的抛物子群的 IR-表示。我们可专注于这
些直和分量，假设 G̃是连通的。

命命命题题题 4.4.1 设 V 是由资料 (krt, a
t
r)r,t 定义的 IR-表示，相应的 H1(G̃)的特征标为

χ。假设 G̃连通。

(1) V 有一个非零的W -不变双线性型当且仅当 χ(H1(G̃)) ⊆ {±1}。
(2) V 有一个非零的W -不变半双线性型 (见 3.2.3)当且仅当 χ(H1(G̃)) ⊆ S1。

证明： 设 V 上有 W -不变的双线性型 B。任取 G̃ 上的回路 (s1, s2, . . . , sn, s1)，

假设 B(α1, α1) = x (这里 α1 = αs圱，其他记号类似)，则根据 3.2.3和 V 的构造

(4.2)式，有 B(α2, α2) = x(a2
1/a

1
2)2。沿着这条回路作类似的考虑，最终我们得到

x = B(α1, α1) = x

(
a2

1a
3
2 · · · ann−1a

1
n

a1
2a

2
3 · · · an−1

n an1

)2

. ... (4.5)

上面的讨论告诉我们 x 6= 0，否则由 3.2.3知 B = 0。因此 (4.5)式意味着这条回
路在 χ下的像为 ±1。

反之，假设 χ(H1(G̃)) ⊆ {±1}。取定 G̃中的顶点 s1，定义 B(α1, α1) := 1。

对另一顶点，选取一条路径 (s1, s2, . . . , sn = s)，并根据 3.2.3，定义

B(αs, αs) :=

(
a2

1a
3
2 · · · ann−1

a1
2a

2
3 · · · an−1

n

)2

.

对 t 6= s，定义

B(αt, αs) = B(αs, αt) := −a
t
s

ast
cos

kstπ

mst

B(αs, αs).
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(
也等于 − ast

ats
cos

kstπ

mst

B(αt, αt)
)

需要验证 B(αs, αs) 的值不依赖于从 s1 到 s 的路径的选取。假设有另一条路径

(s1, sp, sp−1, . . . , sn+1, sn = s)，它与原先选取的路径首尾相连构成一条闭路径

(s1, . . . , sn, sn+1, . . . , sp, s1).

假设的条件告诉我们，

±1 =
a2

1 · · · ann−1a
n+1
n · · · app−1a

1
p

a1
2 · · · an−1

n ann+1 · · · a
p−1
p ap1

,

整理后即为所要验证的，(
a2

1a
3
2 · · · ann−1

a1
2a

2
3 · · · an−1

n

)2

=

(
ap1a

p−1
p · · · ann+1

a1
pa
p
p−1 · · · an+1

n

)2

.

我们还需要验证这样定义的 B是W -不变的。只需要对 s, r, t ∈ S检验 B(s ·αr, s ·
αt) = B(αr, αt)。若 s = r = t，这是显然的。若 s, r, t中有两者相等，那么所有

事情都发生在二面体群的二维表示中，3.2.3告诉我们所要验证的等式成立。若
s, r, t互异，

B(s · αr, s · αt) = B
(
αr + 2

ars
asr

cos
ksrπ

msr

αs, αt + 2
ats
ast

cos
kstπ

mst

αs

)
= B(αr, αt) + 2

ats
ast

cos
kstπ

mst

B(αr, αs)

+2
ars
asr

cos
ksrπ

msr

B(αs, αt) + 4
atsa

r
s

asta
s
r

cos
kstπ

mst

cos
ksrπ

msr

B(αs, αs)

= B(αr, αt).

命题中 (2)的证明与上述类似。 �

注注注 4.4.2 (1) 设定如 4.4.1，从命题的证明中可以看出，W -不变的双线性型 B是

对称的 (若存在)，且在相差一个 C×-数乘的意义下唯一。若不要求 G̃连通，

如同 4.3.1把 V 分解为 V =
⊕

i Vi，那么 4.4.1可应用在各 Vi上。

(2) 根据 4.4.1，W 只有有限多个 IR-表示拥有群作用不变的双线性型，几何表
示是其中之一。

4.4.3 设 V 是一个 IR-表示，相应的 G̃连通。假设 V 是可约的，记 V0 为 V 的

极大子表示，W 平凡作用于 V0上。假设 V 上有一个W -不变的双线性型 B。取

v =
∑

s xsαs ∈ V0，从 4.4.1的证明过程中可以知道，

B(v, αr) = xr B(αr, αr)−
∑
s 6=r

xs
asr
ars

cos
ksrπ

msr

B(αr, αr) = 0, ∀r ∈ S. ... (4.6)

这里第二个等号来自 (4.3)式。设 V1 是 V 的商，V1 是 R-表示，有满射 π : V �

V1，则 Ker π ⊆ V0。 (4.6)式告诉我们 V 上的双线性型 B可以下降到 V1上。
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反之，设 V1 为一个 R-表示，相应的 G̃连通。假设 V1 有一个 W -不变的双
线性型 B，与 4.4.1相同的论证表明同样成立 χ(H1(G̃)) ⊆ {±1}，而且这样的双
线性型在相差一个数乘的意义下唯一。另外，B 可以提升到 V 上 (V 是相应的
IR-表示)。

4.4.4 对对对偶偶偶表表表示示示 设 V =
⊕

s∈S Cαs 是一个 IR-表示，由资料 (krt, a
t
r)r,t 定义。记

V ∗ := HomC(V,C) 为对偶空间，{α∗s}s∈S 为 {αs}s 的对偶基。通过定义作用
(s · α∗t )(−) = α∗t (s · −)，V ∗成为 W 的表示。直接的计算表明

s · α∗s = −α∗s +
∑
t6=s

2
ats
ast

cos
kstπ

mst

α∗t ,

s · α∗t = α∗t , ∀t 6= s.

由此我们看到 s在 V ∗中唯一的 −1-特征向量为 (相差一个数乘的意义下)

γs := α∗s −
∑
t6=s

ats
ast

cos
kstπ

mst

α∗t .

命命命题题题 4.4.5 (1) {γs}s∈S 是线性无关的当且仅当 (4.4) 式中定义的矩阵 A 是可逆

的，当且仅当 V 是半单的。

(2) V 半单时，V ∗ =
⊕

sCγs 是 W 的 IR-表示。设 ((krt)r,t, χ) 是 V 对应的资

料，那么 V ∗对应于资料 ((krt)r,t, χ
∗)，这里 χ∗(−) = χ(−)−1。

(3) 一般地，{γs}s∈S 张成 V ∗ 的一个子表示 V1 :=
∑

s∈S Cγs of V ∗。 V1 是一个

R-表示，它是对应于资料 (krt)r,t, χ
∗)的 IR-表示的半单的商。 W 在商表示

V ∗/V1上的作用是平凡的。

证明： (1) 是显然的；(2) 和 (3) 可从 4.2.3 和 4.3.5 的讨论，以及如下的计算中
得到，

s · γt = γt + 2
ast
ats

cos
kstπ

mst

γs,

并注意到 V 和 V ∗相应的矩阵 A互为转置，并且 V1的维数等于 A的秩。 �

4.5 一般情形：允许mrt =∞

4.5.1 现在我们去掉 mrt < ∞ 的假设，考虑一般的 Coxeter 系统 (W,S)，记其

Coxeter图为 G。对任意一对 r 6= t ∈ S，定义一个参数集 (记号如 3.2.1、3.2.5)

Prt := Pm坲坴 =

{ρk | k ∈ N, 1 ≤ k ≤ m坲坴

2
}, 若mrt <∞;

{%tr, %rt} ∪ {%z | z ∈ C}, 若mrt =∞.

注意 P∞ 囊括了 D∞ 的所有 IR-表示。假设对任意一对 r 6= t ∈ S 给定 δrt ∈ Prt，
使得 δrt = δtr 为二面体群 〈r, t〉 的同一表示，定义一个 Coxeter 系统 (W̃ , S) 如

下：

(1) 若mrt <∞，δrt = ρk，则令 m̃rt = mrt/d，其中 d = g. c. d.(mrt, k)；
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(2) 若 mrt = ∞，δrt = %z，z = 4 cos2 kπ
m
，其中 k,m ∈ N互素，1 ≤ k < m/2，

则令 m̃rt = m (此时m ≥ 3)；
(3) 若mrt =∞，δrt = %0，令 m̃rt = 2；

(4) 其余情况，令m̃rt =∞。
记 G̃为 (W̃ , S)的 Coxeter图。 δrt的表示空间记为 Cβr⊕Cβt，如 3.2.1、3.2.5。

定定定理理理 4.5.2 (W,S)的 IR-表示的同构类与如下资料一一对应，{(
(δrt)r 6=t∈S, χ

) ∣∣∣ δrt = δtr ∈ Prt,∀r, t; χ为 H1(G̃)的特征标
}
.

证明： 设 V =
⊕

sCαs 为 W 的一个 IR-表示，4.2.1 (1)仍成立。对任意的 r 6=
t ∈ S，存在 δrt ∈ Prt，使得 Cαr ⊕ Cαt 构成 〈r, t〉 的表示，同构于 δrt。存在

atr, a
r
t ∈ C×使得该同构为 atrαr 7→ βr，a

r
tαt 7→ βt。此时对任意的 r, t，作用 r · αt

是清楚的，所以 V 作为 W 表示的结构由资料 (δrt, a
t
r)r,t确定。

反之，给定资料 (δrt, a
t
r)r,t 其中 δrt = δtr ∈ Prt，atr ∈ C×，通过线性同构

atrαr 7→ βr，a
r
tαt 7→ βt将 Cαr ⊕Cαt和 Cβr ⊕Cβt等同起来，则 〈r, t〉以 δrt的方

式作用在 Cαr ⊕ Cαt 上。需要说明这定义了W 在 V :=
⊕

sCαs 上的 IR-表示结
构。我们仅需验证当 mrt < ∞时成立 (rt)m坲坴 · αs = αs。此时 4.2.2中的证明依
旧有效。

对这样的资料 (δrt, a
t
r)r,t 及其相应的 G̃，和 4.2.3一样定义 H1(G̃)的特征标

χ，这时 4.2.3，4.2.4，4.2.6，4.2.7中的论证都适用，从而定理成立。 �

定定定理理理 4.5.3 设 V =
∑

sCαs 为 W 的 R-表示，那么 V 是唯一一个 IR-表示 V ′ =⊕
sCα′s的商。商映射记为 π : V ′ � V，则 Ker π上的W -作用是平凡的。

证明： 此时我们允许mrt为 ∞，因此 αr 可能为 αt的非零常数倍。若该情形发

生，则取 δrt = %4，即几何表示，并选取 atr, a
r
t ∈ C× 使得 atrαr = artαt。除了这

个特殊的情况外，证明和 4.3.5 (1)相同。 �

4.5.4 矩矩矩阵阵阵 A 设 V 是一个 IR-表示。鉴于 4.5.3，我们想在 V 中找到子表示使得

W 平凡地作用于其上。把 S 写为 S = {s1, . . . , sn}，按之前的习惯，使用记号
Pij, δij, %

j
i 等。设 v =

∑
j xjαj ∈ V，选定某 si ∈ S，那么

si · v = −xiαi +
∑
s坪∈S圱

xj

(
αj + 2

aji
aij

cos
kijπ

mij

αi

)
+
∑
s坪∈S圲

xjαj

+
∑
s坪∈S圳

xj

(
αj +

aji
aij
αi

)
+
∑
s坪∈S圴

xj

(
αj + uij

aji
aij
αi

)
... (4.7)

=
(
− xi +

∑
s坪∈S圱

2xj
aji
aij

cos
kijπ

mij

+
∑
s坪∈S圳

xj
aji
aij

+
∑
s坪∈S圴

xjuij
aji
aij

)
αi +

∑
j 6=i

xjαj,

其中 (我们有 S = S1 t S2 t S3 t S4 t {si})

S1 = {sj ∈ S |mij <∞}, 1 ≤ kij ≤
mij

2
使得 δij = ρk坩坪 ,
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S2 = {sj ∈ S |mij =∞, δij = %ij},

S3 = {sj ∈ S |mij =∞, δij = %ji},

S4 = {sj ∈ S |mij =∞, δij = %z坩坪 , zij ∈ C}, uij = u(zij)如 3.2.5中所定义。

如同 4.3.1，定义一个 n × n 的方阵 A，其 (i, j)-位置的元素 Aij 定义为 (这里
S1 = S1(i), . . . 是依赖于 i的集合)

Aij =



1, 若 i = j,

−a坪坩
a坩坪

cos
k坩坪π

m坩坪
, 若 sj ∈ S1,

0, 若 sj ∈ S2,

− a坪坩
2a坩坪
, 若 sj ∈ S3,

−u坩坪a
坪
坩

2a坩坪
, 若 sj ∈ S4, .

从 (4.7)式知道，以 A为系数矩阵的齐次线性方程组的解空间恰为 V 的具有平

凡W -作用的子表示。

4.5.5 其其其他他他的的的可可可约约约性性性 与 4.3.2相比，在一般的设定下考虑 IR-表示的可约性时会
有一些不同的现象出现。比如，D∞的表示 %tr 就有非平凡W -作用的子表示。
给一 IR-表示 V，为说话方便，我们先在图 G̃ 上附加更多的一些信息。对

任意一对 r 6= t ∈ S，若 δrt = %tr，则称 t→ r。对称地，称 r → t若 δrt = %rt。对

G̃中其他的边 {r, t}，称 r → t且 t → r。这里定义的箭头含义为，若 r → t则

αt属于 αr 生成的子表示。

这些箭头生成了 S 上的一个预序：称 r 6
d
t 如果存在 S 中的序列 r =

s1, s2, . . . , sn = t 使得对任意的 i 成立 si+1 → si。相应的等价关系记为 ∼
d
：称

r ∼
d
t如果 r 6

d
t且 t 6

d
r。不难得到如下的事实。

推推推论论论 4.5.6 设 V 为 IR-表示。
(1) 若 S 中的所有元素在 ∼

d
关系下都是等价的，那么W 在 V 的任何一个真子

表示上的作用都是平凡的。

(2) 设 I ⊆ S 为 ∼
d
关系下的一个等价类，那么

⊕
s6
坤
I Cαs是 V 的子表示。

4.5.7 双双双线线线性性性型型型 和 4.4.1 不同的是，在一般的情况下，即使假设 χ(H1(G̃)) ⊆
{±1}，IR-表示 V 上也有可能不存在非零的W -不变的双线性型。例如，取 S =

{s, t, r}，mst =∞，mrt = msr = 3，以及 δst = %ts。假设 B是 V 上的W -不变的
双线性型，根据 3.2.5 (4)，得 B(αs, αs) = 0。再由 3.2.3，得到 B(αr, αr) = 0，从

而也成立 B(αt, αt) = 0，因此 B = 0。

若对任意一对 r 6= t ∈ S，δrt 6= %tr 或 %rt，在这种情况下 4.4.1依旧适用。

4.6 从 Ãn型到单连丝型

如果对任意的 r, t ∈ S，都有mrt = 2或 3，则称 Coxeter系统 (W,S)为单连

49



Coxeter群的“反射”表示

丝型 (simply laced type)。在这一节中，我们将证明，如果单连丝型的 Coxeter图
中只有一个回路 (例如 Ãn型)，那么相应的 Coxeter系统对应于双边胞腔 C1的所

有不可约表示都是 R-表示。

4.6.1 Ãn 型 Coxeter 群的定义为 W = 〈s0, s1, . . . , sn | s2
i = (sisi+1)3 = 1,∀i〉 (把

n+ 1视为 0)。它的 Coxeter图 G形如

s1 s2 sn−1 sn

s0

. . .

在定义 IR-表示的资料中，对任意的 i 6= j，条件 1 ≤ kij ≤ mij/2迫使 kij = 1，

因此 G̃ = G。取G的极大树为 G0 = (S,E0)，其中 E0 = {{si−1, si} | 1 ≤ i ≤ n}。
同调群 H1(G) 同构于 Z，由回路 c = (s0, s1, . . . , sn, s0) 生成。给出 H1(G) 的一

个特征标等价于给出一个数 x ∈ C×，作为该特征标在 c上的取值。因此，W 的

IR-表示由 C×参数化。
给定上述的 x，采用 4.2.6 的证明中的构造，令 an0 = x，a0

n = a1
0 = a0

1 =

· · · = 1，则 (4.4)式中的方阵 A (此时 A为 n+ 1阶矩阵)为

A =



1 −1
2

0 . . . 0 −x
2

−1
2

1 −1
2

0

0 −1
2

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . −1

2
0

0 −1
2

1 −1
2

− 1
2x

0 . . . 0 −1
2

1


(除主对角线，两条次对角线，以及右上角和左下角两个元素外，其他位置均为
0。)通过对 n的归纳可计算得 A的行列式，

detA =
2− x− x−1

2n+1
.

记该 IR-表示为 Vx，根据 4.3.2，Vx 不可约当且仅当 x 6= 1。当 x = 1时，Vx =

Vgeom。

命命命题题题 4.6.2 记号如上。集合 {Vx |x ∈ C \ {0, 1}}，以及几何表示 Vgeom 的不可约

商，囊括了 Ãn型 Coxeter群所有的非平凡不可约 A1-表示。

证明： 设 V 为 W 的不可约表示，并满足条件 (A1)。W 为仿射Weyl群，熟知
仿射Weyl群的不可约表示都是有限维的 (可见 [23])。记 V i

− 为 si 的 −1-特征向
量构成的子空间，则 dimV 0

− <∞。限制到二面体群 〈s0, s1〉 ' D3上，V 分解为

不可约表示 1，ε和 ρ1的若干次直和。条件 (A1)保证了 ε不会出现在 V 的该分

解中，因此 V 0
− ∩ V 1

− = 0且 dimV 0
− = dimV 1

−。类似的结论对任意一对相邻顶点

i, i+ 1都成立 (视 n+ 1为 0)。
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若 V 不是平凡表示，则 V 0
− 6= 0。取 V 0

− 的一组基，记为 {α0,j}j=1,...,r。令

α1,j := s1 · α0,j − α0,j, j = 1, . . . , r,

那么 {α1,j}j=1,...,r 成为 V 1
− 的一组基，且对任意的 j，{α0,j, α1,j}张成 〈s0, s1〉的

一个子表示，同构于 ρ1。把同样的讨论归纳地应用在子群 〈s1, s2〉, . . . , 〈sn−1, sn〉
上，我们得到 V i

− (1 ≤ i ≤ n) 的一组基 {αi,j}j，使得对任意的 1 ≤ i ≤ n，

1 ≤ j ≤ r，{αi−1,j, αi,j}张成 〈si−1, si〉的不可约表示 ρ1。

现在考虑 〈sn, s0〉。记

α′0,j := s0 · αn,j − αn,j, j = 1, . . . , r,

那么对任意 j，{αn,j, α′0,j}张成了 〈sn, s0〉的不可约表示 ρ1，且 {α′0,j}j 也是 V 0
−

的一组基。于是存在矩阵 X ∈ GLr(C)使得

(α′0,1, . . . , α
′
0,r) = (α0,1, . . . , α0,r) ·X.

设 v = (x1, . . . , xr)
T ∈ Cr 是 X 的一个特征向量，相应的特征值为 x ∈ C×，记

αi :=
∑

1≤j≤r

xjαi,j, 0 ≤ i ≤ n, 以及 α′0 :=
∑

1≤j≤r

xjα
′
i,j,

那么对任意 1 ≤ i ≤ n，{αi−1, αi}张成 〈si−1, si〉的二维表示 ρ1。最后，{αn, α′0}
张成 〈sn, s0〉的二维表示 ρ1。注意到

α′0 = (α′0,1, . . . , α
′
0,r) · v = (α0,1, . . . , α0,r) ·X · v = x(α0,1, . . . , α0,r) · v = xα0.

考虑由 {α0, α1, . . . , αn}张成的子空间，记为 V ′，我们断言 V ′ 是 W 在 V 中的

子表示，并且满足条件 (R)。
对任意一对 0 ≤ i, i′ ≤ n 使得 si, si地 在 G 中不相邻，有 sisi地 = si地si，因此

si ·αi地 ∈ V i地
−，从而 si ·αi地 −αi地 ∈ V i

− ∩ V i地
−。 V 是 R-表示，迫使 V i

− ∩ V i地
− = 0，故

si · αi地 = αi地。至此我们可以看出W 的作用保持 V ′，因此 V ′ 是子表示，并且在

相差一个数乘的意义下，任意的 si在 V ′中只有唯一的 −1-特征向量，即 αi，因

此 V ′是一个 R-表示。
由假设 V 不可约，当 x 6= 1时，V = V ′ ' Vx；当 x = 1时，V = V ′ 同构

于 Vgeom的不可约商。 �

该命题表明，Ãn 型 Coxeter群所有非平凡不可约 A1-表示都是 R-表示。利
用类似论证，在更一般的情形也可得到该结论。记 G为 (W,S)的 Coxeter图。

定定定理理理 4.6.3 设 (W,S)为不可约单连丝型 Coxeter系统，且 H1(G)的秩为 0或 1，

那么所有的非平凡不可约 A1-表示都是 R-表示。特别地，它们都是有限维的。
若 H1(G)的秩为 0，即 Coxeter图 G是一个树，那这样的表示是唯一的。

证明： 设 V 为 W 的不可约 A1-表示，记 V s
− 为 s的 −1-特征子空间。若 G是

一个树，取定 s ∈ S，与 4.6.2的证明类似，V s
−中的任一非零向量生成一个子表

示，且为 R-表示。根据分类定理 4.3.5，这样的表示唯一。
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若 H1(G) ' Z，取 G中的回路 c为 H1(G)的生成元，取 s为 c中的某一顶

点。如同 4.6.2的证明，回路 c给出 V s
− 的一个线性自同构 X。与 Ãn 型不同的

是，此时我们不知道 V s
− 的维数是否有限，不能得到 X 的特征向量。但此时 V s

−

成为一元 Laurent 多项式环 C[X±1] 的模，根据 Hilbert 零点定理，C[X±1] 的不

可约模都是一维的，因此若 V s
− 维数大于 1，那么存在子模 V0 ( V s

−。而与上面

证明类似，V0生成了W 在 V 中的一个真子表示，与 V 不可约矛盾。 �

受此证明启发，对某些 Coxeter 系统，我们可以利用图 G 的基本群的无穷

维不可约表示构造出W 的无穷维不可约表示，见 4.7节。

4.7 图的基本群和无穷维表示

在 4.6.3 的证明中，若 H1(G) 的秩不小于 2，即 G 中有多个回路，取定

s0 ∈ S，取闭路径 c1, c2, . . . , cl 为 H1(G)的一组基，其中 l ≥ 2是 H1(G)的秩。

我们所说的闭路径允许有重复的顶点，因此可以选取上述闭路径使得 s0 落在各

ci 上。记 V 0
− 为 s0 在 A1-表示 V 上的 −1-特征子空间，沿着各闭路径 ci 我们得

到 V 0
− 的 l 个线性自同构，于是 V 0

− 成为 l 个生成元的自由群的表示。这个自由

群正是图 G的基本群，见 [35, Theorem 84.7]：

引引引理理理 4.7.1 π1(G)是秩为 l的自由群，以 c1, . . . , cl为一组自由生成元。

记 F = F (X1, . . . , Xl)为自由群，以X1, . . . , Xl为自由生成元。 F 有无穷维

不可约表示，例如，记 U =
⊕

n∈ZCαn，令

X1 · αn = αn+1, X2 · αn = 2nαn+1, Xi · αn = αn, ∀i ≥ 3,

则 U 是 F 的不可约表示。在上一段中，如果 V 0
− 作为 F 的表示同构于 U，便可

借此得到 (W,S)的无穷维不可约表示。这样的构造可以规避单连丝型的假设。

4.7.2 在整个 4.7节中，假设 (W,S)是不可约 Coxeter系统，且 H1(G)的秩不小

于 2。为说话方便，我们还可进一步假设 mst < ∞，∀s, t ∈ S。这不是本质的，
若有某些mst为无穷，将它们全部替换为大于 2的整数 (比如 3)，我们得到另一
个 Coxeter系统 (W1, S)，且有满同态W � W1, s 7→ s。忽略边上的标记，这两

个 Coxeter系统具有拓扑意义上相同的 Coxeter图。 W1 的不可约表示通过该同

态拉回就得到了W 的不可约表示。

设 T = (S,E0)是G = (S,E)的一个极大树。如同 4.1.2，对任意E \E0中的

边 e，记 ce为 E0 ∪{e}中含有 e的回路 (任意取定这个回路的方向)。取遍 E \E0

中的边 e，我们得到 H1(G)的一组基，记为 c′1, . . . , c
′
l。选定 s0 ∈ S，对每一 c′i，

在 T 中取定从 s0到 c′i上某一顶点的路径 pi，并记 ci为 pi, c
′
i, p
−1
i 连成的闭路径，

这里 p−1
i 是 pi的反向路径，于是 c1, . . . , cl为 G的基本群的一组自由生成元。取

定 {s1, t1}, {s2, t2}为 E \E0中的两条边，可以假设 {s1, t1}, {s2, t2}分别是 c1, c2

中相邻的顶点 (这两条边可能共用一个顶点，比如可能出现 s1 = s2 的情况，这

不影响后面的构造)。如此一来，作为边 {s1, t1}只在 c1 中出现而不在其他 ci 中
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第 4章 从图中构造表示

出现，且在 c1中只出现一次，{s2, t2}类似地只在 c2中出现且只有一次。令

V :=
⊕

n∈Z,s∈S

Cαs,n.

对任意 s, t ∈ S，定义 s · αt,n如下，
(1) 若 s = t，s · αs,n := −αs,n；
(2) s1 · αt圱,n := αt圱,n + 2 cos π

m坳圱坴圱
αs圱,n+1，

t1 · αs圱,n+1 := αs圱,n+1 + 2 cos π
m坳圱坴圱

αt圱,n；

s2 · αt圲,n := αt圲,n + 2n+1 cos π
m坳圲坴圲

αs圲,n+1，

t2 · αs圲,n+1 := αs圲,n+1 + 2−n+1 cos π
m坳圲坴圲

αt圲,n；

(3) 若无序顶点对 {s, t} 6= {s1, t1} 和 {s2, t2}，且 s 6= t，s · αt,n := αt,n +

2 cos π
m坳坴

αs,n。

在情形 (2)，{αt圱,n, αs圱,n+1}和 {αt圲,n, 2nαs圲,n+1}分别张成 〈s1, t1〉和 〈s2, t2〉的不
可约表示 ρ1。在情形 (3)，若 mst = 2，s · αt,n = αt,n；若 mst ≥ 3，{αt,n, αs,n}
张成 〈s, t〉的不可约表示 ρ1。

引引引理理理 4.7.3 在上述作用下 V 成为 W 的表示。

证明： s2 的作用显然为恒等映射。若 s, t ∈ S，mst = 2，也显然有 st · αr,n =

ts · αr,n，∀r ∈ S。下面假设 mst ≥ 3，需验证 (st)m坳坴 · αr,n = αr,n。若 r = s或

r = t，这也是显然的。下面假设 s, t, r互异，分如下几种情况讨论。

(1)若 s, t, r 中任意一对元素都不为 {s1, t1}和 {s2, t2}，则 αr,n, αs,n, αt,n 在

V 中张成的三维子空间 (记为 U ) 在 s 和 t 作用下保持不动。记 Us := {v ∈
U | s · v = v}，Ut := {v ∈ U | t · v = v}，则 dimUs = dimUt = 2，因此存在

0 6= v0 ∈ U，使得 s · v0 = t · v0 = v0。注意到 3 ≤ mst <∞，Cαs,n ⊕ Cαt,n构成
〈s, t〉的不可约表示，同构于 ρ1，因此 v0 /∈ Cαs,n⊕Cαt,n，从而 {v0, αs,n, αt,n}是
U 的一组基。现在我们可以看出 (st)m坳坴 · αr,n = αr,n。

(2)若mrt = 2，则存在 k ∈ {n− 1, n, n+ 1}，及 q ∈ {k− 1, k, k + 1}，使得
αr,n, αs,k, αt,q 在 V 中张成的三维子空间在 s和 t作用下保持不动，与 (1)同理有
(st)m坳坴 · αr,n = αr,n。mrs = 2的情形是类似的。

下面的情况都假设 s, r, t两两不交换。

(3) 若 s = s1，t = t1，而 s2, t2 不全出现在 s, r, t 中，则 αs圱,n+1, αt圱,n, αr,n,

αs圱,n, αt圱,n−1 在 V 中张成五维的 s, t-不变子空间，记为 U。如 (1) 中定义 Us 和

Ut，则 dimUs = dimUt = 3。相同的论证表明 (s1t1)m坳圱坴圱 · αr,n = αr,n。

(4) 若 s = s1，r = t1，而 s2, t2 不全出现在 s, r, t 中，则 αs圱,n, αt,n, αr,n,

αs圱,n+1, αt,n+1 在 V 中张成一个五维的 s, t-不变子空间。和 (3) 相同的分析推出
(s1t)

m坳圱坴 · αr,n = αr,n。

(5) 若 s = s1，t = t1 = t2，r = s2，则 αr,n, αs圱,n, αt,n−1 在 V 中张成一个

s, t-不变子空间，同理。
(6)若 s = s1，t = t1 = s2，r = t2，则 αt圱,n−1, αs圱,n, αr,n, αs圲,n+1, αs圱,n+2在 V

中张成一个 s, t-不变子空间，同理。
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(7)若 s = s1，t = s2，r = t1 = t2，则 αs圱,n+1, αr,n, αs圲,n+1 在 V 中张成一个

s, t-不变子空间，同理。
(8)若 s = s1，t = t2，r = t1 = s2，则 αt圲,n+1, αs圱,n+1, αr,n, αt圲,n−1, αs圱,n−1在

V 中张成一个 s, t-不变子空间，同理。
把上述情形中的字母 s, t互换或指标 1, 2互换，相应的讨论是完全一样的。

因此总有 (st)m坳坴 · αr,n = αr,n。 �

记 V0 := {v ∈ V | s · v = v,∀s ∈ S}。

定定定理理理 4.7.4 设 (W,S)为不可约 Coxeter系统，且 H1(G)的秩不小于 2，则上文构

造的 V/V0是W 的无穷维不可约表示。

证明： 记 V s
−为 s在 V 上的 −1-特征子空间，则 V s

− =
⊕

nCαs,n。设 {s, t}是 G

中的一条边，则 V s
− ⊕ V t

− 是 〈s, t〉在 V 中的子表示，且是可数个 ρ1 的直和。对

v ∈ V s
−，记 fst(v) := (t · v − v)/2 cos π

m坳坴
，则线性映射 fst : V s

− → V t
−是两个线性

空间之间的同构。例如，当 {s, t} 6= {s1, t1}和 {s2, t2}时，fst(αs,n) = αt,n。特

别地，fst(v)属于 v生成的子表示。

设 0 6= v ∈ V，记 U 为 v 生成的子表示。与 4.3.1的讨论类似，若 v /∈ V0，

比如 t ·v 6= v，则 V t
−中存在非零向量 vt属于 U。取连接 t和 s0的一条路径 (r0 =

t, r1, . . . , rk = s0)，这里 s0 是 4.7.2 中取定的顶点，则 fr坫圀圱r坫 · · · fr圱r圲fr地r圱(vt) ∈
V 0
− ∩ U。把该向量记作 v0，0 6= v0 ∈ V 0

− ∩ U。
沿着 4.7.2中选好的闭路径 c1, . . . , cl 分别作用上面的映射 f∗∗，我们得到 V 0

−

上的 l个线性自同构，这使得 V 0
− 成为图 G基本群 F 的表示。除了 c1 和 c2，其

它 ci 给出的都是 V 0
− 上的恒等映射，而 c1, c2 给出的映射使 V 0

− 作为 G的表示是

不可约的。由于已有 0 6= v0 ∈ V 0
− ∩ U，v0 在 V 0

− 中生成的 F 的子表示也包含于

U，因此 V 0
− ⊆ U。而 V 0

− 在 V 中生成的 W 的子表示为整个 V，进而 U = V。

至此我们证明了 V/V0 是W 的不可约表示。又注意到 s0 在 V 0
− 上的作用为 −1，

故 V 0
− ∩ V0 = 0，因此 dimV/V0 =∞。 �

根据构造，V 显然是 A1-表示。由 3.3.5，V/V0也是 A1-表示。

4.8 图的万有覆盖和无穷维表示

设不可约 Coxeter系统 (W,S)的 Coxeter图为 G = (S,E)。上一节中我们看

到，当 H1(G)的秩不小于 2时，可以构造出W 的无穷维不可约 A1-表示。如果
H1(G)的秩为 1，这个构造方法失效。此时如果W 是单连丝型，4.6.3告诉我们
所有 A1-表示都是有限维的。如果不是单连丝型，我们仍可以构造出W 的无穷

维不可约 A1-表示，这便是本节的主要目的。
在这一节中，我们假设 G不是一个树，即 G中存在回路，并假设 G中存在

一条边 {s1, s2}使得 4 ≤ ms圱s圲 <∞。在这一节中我们将利用 G的万有覆盖构造

出W 的无穷维不可约表示。

为说话方便，我们假设了 ms圱s圲 < ∞，与 4.7.2 同理，这不是本质的，若
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ms圱s圲 = ∞，将 ms圱s圲 改为一个不小于 4的整数，便可通过表示的拉回得到原来
的群的不可约表示。

4.8.1 设 p : G′ → G 是 G 的万有覆盖，G′ = (S ′, E ′)。取定 G′ 中的一条边

{s′1, s′2}使得 p(s′1) = s1，p(s
′
2) = s2，如下图所示。

s′2s′1

· · · · · ·

p

��

s2s1

· · · · · ·

令 V :=
⊕

a∈S地 Cαa。对任意的 s ∈ S，定义 s · αa如下，
(1) 若 s = p(a)，则 s · αa := −αa；
(2) 若 s = s1，a = s′2，则 s1 · αs地圲 := αs地圲 + 2 cos 2π

m坳圱坳圲
αs地圱；

(3) 若 s = s2，a = s′1，则 s2 · αs地圱 := αs地圱 + 2 cos 2π
m坳圱坳圲

αs地圲；

(4) 若非以上情况，且 s与 p(a)不相邻，则 s · αa := αa；

(5) 若非以上情况，s与 p(a)相邻，如下图所示，记 b为 p−1(s)中与 a相邻的

顶点，ms,p(a) = m ≥ 3，则 s · αa := αa + 2 cos π
m
αb (视 cos π

∞ = 1)。

ba
· · · · · ·

p
��

sp(a)
· · · · · ·

特别地，Cαs地圱 ⊕Cαs地圲 构成二面体群 〈s1, s2〉的表示 ρ2 (注意ms圱s圲 ≥ 4)，而对 G′

中其他相邻的顶点对 {a, b}，若相应的 m有限，则 Cαa ⊕ Cαb 构成 〈p(a), p(b)〉
的不可约表示 ρ1，或可约表示 %4如果m为 ∞。另外，表示 V 满足条件 (A1)。

引引引理理理 4.8.2 以上定义使 V 成为 W 的表示。

证明： 从定义中容易验证 s2的作用为恒等映射。需要对任意一对满足mst <∞
的 s, t ∈ S 验证 (st)m坳坴 的作用也为恒等映射。任取 a ∈ S ′，若 p(a) = s或 t，则

αa 落在 〈s, t〉 的一个子表示里，有 (st)m坳坴 · αa = αa。若 p(a) 6= s 且 p(a) 6= t，

那么 p(a), s, t三个顶点在 G中的相对关系有下面几种情况 (忽略边上的标记mst

等)，

s t

p(a)

s t

p(a)

s t

p(a)

s t

p(a)

s t

p(a)

s t

p(a)

(1) (2) (3) (4) (5) (6)
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(若 (st)m坳坴 作用为 Id，从 s2 作用为 Id可推出 (ts)m坳坴 作用也为 Id，因此省略了

上图 (3) (5)关于 s, t对称的情形。)图 (1) (3) (4)的情形下都可根据定义直接验
证 st · αa = ts · αa。在图 (2)的情形也显然有 (st)m坳坴 · αa = αa。

若是图 (5)的情形，记 s′ 为 p−1(s)中与 a相邻的顶点，记 t′ 为 p−1(t)中与

s′相邻的顶点，则 a与 t′不相邻，如下图所示，

s′a t′
· · · · · ·

p
��

sp(a) t
· · · · · ·

αa, αs地 , αt地 张成的三维子空间，记为 U，在 s, t 的作用下封闭。记 Us := {v ∈
U | s · v = v}，Ut := {v ∈ U | t · v = v}，则 dimUs = dimUt = 2，因此存

在 0 6= v0 ∈ U，使得 s · v0 = t · v0 = v0。注意 mst < ∞，Cαs地 ⊕ Cαt地 构成
〈s, t〉的表示 ρ1 或 ρ2，故 v0 /∈ Cαs地 ⊕ Cαt地，v0, αs地 , αt地 构成 U 的一组基。因此

(st)m坳坴 · αa = αa。

若是图 (6)的情形，记 s′ 为 p−1(s)中与 a相邻的顶点，t′ 为 p−1(t)中与 s′

相邻的顶点，记 t′′ 为 p−1(t)中与 a相邻的顶点，s′′ 为 p−1(s)中与 t′′ 相邻的顶

点，则 a, t′, s′′互不相邻，如下图所示，

a
s′ t′

s′′ t′′

· · ·· · ·

p

��

s t

p(a)

· · ·· · ·

那么 αa, αs地 , αs地地 , αt地 , αt地地 张成的五维子空间，也记为 U，在 s, t 的作用下封闭。

和上一段同样定义 Us 和 Ut，dimUs = dimUt = 3，从而存在 0 6= v0 ∈ U，

s · v0 = t · v0 = v0。同样的原因 v0, αs地 , αs地地 , αt地 , αt地地 成为 U 的一组基，从而

(st)m坳坴 · αa = αa。 �

任取 G′ 中的两个顶点 a, b，由于 G′ 是一个树，在 G′ 中存在唯一的无重

复路径 (a = t0, t1, . . . , tn = b) 连接 a, b，这里无重复的意思是各 ti 互异。称

d(a, b) := n为 a与 b的距离。记

S ′1 := {a ∈ S ′ | d(a, s′1) < d(a, s′2)}, S ′2 := {a ∈ S ′ | d(a, s′2) < d(a, s′1)},

则其中有一个为无穷集，不妨设 |S ′1| =∞。记

V1 :=
⊕
a∈S地

圱

Cαa, V0 := {v ∈ V | s · v = v,∀s ∈ S},
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则 dimV1 = ∞。若 ms圱s圲 = 4，根据定义易知 V1 是W 在 V 中的子表示 (否则，
只视为线性子空间)。

引引引理理理 4.8.3 (1) 设ms圱s圲 > 4，v ∈ V \ V0，则 V 作为表示由向量 v生成。

(2) 设ms圱s圲 = 4，v1 ∈ V1 \ V0，则 V1由 v1生成。

证明： (1)设 s · v 6= v，根据构造知 v− s · v形如
∑

a∈p圀圱(s) xaαa，其中各 xa ∈ C
且只有有限多个非零。记 u0 := v − s · v，U 为 v 生成的表示，则 u0 ∈ U。取
a0 ∈ p−1(s)使得 xa地 6= 0，设 G′中连接 a0和 s′1的无重复路径为

(a0, a1, . . . , an = s′1),

记 ti := p(ai) ∈ S，令 ui := ui−1 − ti · ui−1。归纳可知，ui形如
∑

b∈p圀圱(t坩)
xi,bαb，

且由于 p是覆盖映射，p−1(ti−1)中与 ai相邻的顶点只有 ai−1，故 ui的表达式中

αa坩 的系数 xi,a坩 非零。取 i = n，知 un ∈ U 且 αs地圱 的系数非零。

将 V 视为有限二面体群 D := 〈s1, s2〉的表示。由于群代数 C[D]是半单的，

V 分解为 D 的若干不可约表示的直和。从 4.8.2 的证明以及 V 的构造中可以

看出，出现在 V 中的 D 的不可约表示只有 1, ρ1, ρ2，并且 ρ2 只出现一次，即

Cαs地圱 ⊕ Cαs地圲。因此，存在群代数中的元素 d ∈ C[D] 使得 d · un = αs地圱，因此

αs地圱 ∈ U。 G′是连通的，根据 V 的构造，αs地圱 生成整个 V，故 U = V。

(2)若ms圱s圲 = 4，证明是类似的。与上面类似取顶点 a0使得 αa地 在 v1−s ·v1

的线性表出中系数非零，并对连接 a0 和 s′1 的无重复路径做相同的讨论，得知

v1 生成的子表示中存在向量 un 满足 αs地圱 的系数非零。将 V1 分解为 D的不可约

表示直和时只出现 1, ρ1, εs圱，且 εs圱 重数为 1，由 αs地圱 张成，从而 αs地圱 属于 v1 生

成的子表示。而 αs地圱 生成整个子表示 V1。 �

记

V := V/V0, V1 := V1/(V1 ∩ V0),

同样地，若ms圱s圲 6= 4，只把 V1视为线性空间作商。

定定定理理理 4.8.4 若 ms圱s圲 > 4，则 V 是 W 的不可约表示；若 ms圱s圲 = 4，则 V1 是 W

的不可约表示。而且它们都是无穷维的。

证明： 从 4.8.3 已知定理中提及的表示都是不可约的，因此只需证明它们是无
穷维的。显然有 dimV ≥ dimV1，只需证明 dimV1 =∞。任取 s ∈ S，p−1(s)∩S ′1
是无穷集，记

U :=
⊕

a∈p圀圱(s)∩S地
圱

Cαa,

则 U ⊆ V1，dimU = ∞。对 0 6= v ∈ U，都有 s · v = −v，从而 U ∩ V0 = 0。因

此 V1 = V1/(V1 ∩ V0)为无穷维。 �

表示 V (和 V1，若ms圱s圲 = 4)满足条件 (A1)。
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Coxeter群的“反射”表示

注注注 4.8.5 定理中对具有平凡 W -作用的子空间 V0 作商是必要的，V0 可能非零。

例如，考虑如下的万有覆盖，

s′0s′3
s′4

s′6
s′5

s′1 s′2s′′2 s′′1

· · ·· · ·

p

��

s1 s2

s0s3 s4 s6s5

其中 p(s′i) = si，p(s′′i ) = si，∀i，且 m34 = m56 = ∞，m04 = m05 = 3，

m01,m02 ≥ 3，m12 ≥ 4，此时 αs地圳 + αs地圴 − αs地圵 − αs地圶 便在任意 si 的作用下保

持不动。

自然地，我们可以提出如下的猜测。

猜猜猜测测测 4.8.6 设 (W,S) 是不可约 Coxeter 系统。W 的不可约表示都是有限维的当
且仅当W 是有限群或仿射Weyl群。

若该猜测成立，可视为一个 Coxeter系统为有限或仿射型的表示论的判定方
法。充分性是熟知的：对仿射Weyl群的情形，可参见 [23]，或仿照 [37, §8.2]的
证明。除了有限和仿射型的完全分类之外，我们也有其他一些判定方法。例如，

一个 Coxeter系统为有限或仿射型当且仅当几何表示上的双线性型为正定或半正
定，见 3.1.2。在 [36]中我们也得知，一个无限的 Coxeter群是仿射Weyl群当且
仅当群代数中有非平凡的中心，也等价于该群中存在非幺共轭类为有限集。

例例例 4.8.7 在 Coxeter图 G是一个树的情形，也可能存在W 的无穷维不可约表示。

这里给一个例子。设 G如下，

s1 s2 s3

3 ∞

回顾在二面体群 〈s1, s2〉 的不可约表示 ρ1 中存在一组基 u, v 使得 s1 · u = u，

s1 · v = −v。若采用 3.2.1的记号，u, v可选取为 u = βs圱 + 2βs圲，v = βs圱。而 s2

在这组基上的作用为 s2 · u = (3v − u)/2，s2 · v = (u+ v)/2。令

V := Cu0 ⊕
⊕
i∈N圾地

(Cui ⊕ Cvi),

并令 s1, s2在 V 上的作用为

s1 · u0 = s2 · u0 = u0,

s1 · ui = ui, s1 · vi = −vi, ∀i ∈ N>0,
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第 4章 从图中构造表示

s2 · ui =
3vi − ui

2
, s2 · vi =

ui + vi
2

, ∀i ∈ N>0.

于是，作为 〈s1, s2〉的表示，V 是平凡表示 1和无穷个 ρ1 的直和。想让 V 成为

W 的表示，只需让 s3 在 V 上的作用为一个对合，并且和 s1 的作用交换即可。

令

s3 · u2k = u2k+1, s3 · u2k+1 = u2k, ∀k ∈ N,

s3 · v2k = v2k−1, s3 · v2k−1 = v2k, ∀k ∈ N>0,

直观上，s3置换这些基向量：

u0
tt **

u1 u2
tt **

u3 u4
tt ** · · ·

v1
uu ))

v2 v3
uu ))

v4 · · ·

显然，s3 的作用和 s1 交换，并且 s2
3 作用为恒等映射，从而 V 成为 W 的表示。

与 4.8.3 的证明类似，u0 落在 V 的任意非零子表示中，而 u0 又生成整个表示

V，因此 V 是W 的不可约表示。不过 V 不满足条件 (A1)。
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Coxeter群的“反射”表示

第第第 5章章章 秩秩秩 3 Coxeter群群群几几几何何何表表表示示示的的的张张张量量量积积积

本章考虑秩为 3的 Coxeter群几何表示的任意次张量积，除了少数几个有限
型和仿射型之外，其余 (称为双曲型)的秩 3 Coxeter群几何表示的张量积都是半
单的，其半单分解都遵循 Clebsch-Gordan的模式。从中我们发现这些 Coxeter群
的表示论和有限型与仿射型的有很大的不同。

所用的方法来自于 Chevalley的一个定理，把抽象群表示的问题转化为它在
GL(V )中的像的 Zariski闭包的问题，而在我们的考虑中，这个闭包为 A1 型简

约代数群。

5.1 Chevalley的表示张量积定理

在 [10]中，Chevalley给出了一个十分广泛的定理。

定定定理理理 5.1.1 设 K 为特征零的域，G为任意给定的抽象群，V1, V2 为 G在 K 上的

两个半单的有限维表示，则 V1 ⊗ V2也是半单的。

我们回顾一下该定理的证明，它对后面的工作有帮助。

引引引理理理 5.1.2 (1) 设 k ⊆ K 为域扩张，A是 k上的有限维结合代数。假设 A⊗k K
是半单的 K 代数，则 A是半单的 k代数。

(2) 设 V 为有限维的 k线性空间，A ⊆ Endk(V )为子代数，那么 A半单当且仅

当 V 作为 A模是半单的。

(3) 设 G为群，k ⊆ K 如上，V 是 G在 k上的一个有限维表示。假设 V ⊗k K
是 G在 K 上的半单表示，则 V 是 G在 k上的半单表示。

证明： (1)有限维代数的半单性等价于 Jacobson根 (radical)为零。 Rad(A)为 A

的幂零理想，易知 Rad(A) ⊗k K 是 A ⊗k K 的幂零理想，因此 Rad(A) ⊗k K ⊆
Rad(A⊗k K) = 0，因此 Rad(A) = 0。或参见 [26, Theorem 5.14]。

(2)必要性不需说明。充分性：V 是半单 A模，若 Rad(A) 6= 0，它在 V 上

的作用为零，这与 A ⊆ Endk(V )矛盾。

(3)设表示的映射为 ρ : G → GL(V )，记 A为 Endk(V )的由 Im ρ生成的子

代数。记 VK := V ⊗k K，AK := A⊗k K，则 AK 为 EndK(VK)的由 Im ρK 生成

的子代数，其中 ρK : G → GL(VK)为自然的系数扩张。用记号 GV 或 AV 表示

将 V 视为 G或 A的模，其余类似。我们有如下的逻辑关系，

GVK s.s. ks +3
A坋
VK s.s. ks

由(2) +3 AK s.s.

由(1)
��

GV s.s. ks +3
AV s.s. ks

由(2) +3 A s.s.

其中“s.s.”为“半单”的缩写。 �
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第 5章 秩 3 Coxeter群几何表示的张量积

引引引理理理 5.1.3 设域 K 特征为零，G 为一个群，N 是 G 的一个有限指标的正规子

群，V 为 G在 K 上的一个有限维表示。假设 V 作为 N 的表示是半单的，则 V

作为 G的表示也是半单的。

证明： 仿照Maschke定理的证明。设 V1 ⊆ V 为 G在 V 中的一个子表示，则存

在 N 表示的补，记为 V2。记 π0 : V = V1 ⊕ V2 → V1 为自然的投射。取 G/N 的

一组代表元 {g1, . . . , gk}，定义映射

π : V → V1,

v 7→ 1

k

k∑
i=1

gi(π0(g−1
i v)).

容易验证 π 的定义与代表元集的选取无关，且 π|V圱 = IdV圱。通过计算不难验证

对任意的 g ∈ G，π(gv) = gπ(v)，即 π 是 G表示的同态，特别地，Ker π 是 G

在 V 中的子表示。因此，作为 G的表示 V = V1 ⊕Ker π。 �

引引引理理理 5.1.4 设 G是代数闭域上的一个代数群，V 是 G的一个有限维忠实的半单

有理表示，则 G 的幺幂根 (unipotent radical) 为 {e}，即 G 是简约群 (reductive
group)。

证明： 做半单分解 V = ⊕ki=1Vi，其中各 Vi 为 G 的不可约表示，则 G 成为∏
i GL(Vi)的闭子群。记 Ui 为 G的幺幂根 Radu(G)在各 GL(Vi)中的像，根据

一个熟知的事实 (可参见 [40, Proposition 2.4.12]或 [19, §17.5])，

V U坩
i := {v ∈ Vi |u · v = v,∀u ∈ Ui} 6= 0.

由于Radu(G)是G的正规子群，易知各 V U坩
i 是G的不变子空间，因此 V U坩

i = Vi。

Radu(G)平凡地作用在 V 上，因此 Radu(G) = 0。 �

现在可以来证明 Chevalley的定理。

定理 5.1.1的证明： 由 5.1.2，可以假设基域K 为代数闭的。记 ρi : G→ GL(Vi)

(i = 1, 2)为两个表示对应的同态，记 G1为 G在同态

ρ1 × ρ2 : G→ GL(V1)×GL(V2)

下的像。 G1 通过张量积同态 GL(V1) × GL(V2) → GL(V1 ⊗ V2) 自然地作用在

V1 ⊗ V2 上，且 V1 ⊗ V2 作为 G表示的半单性等价于作为 G1 表示的半单性。注

意张量积同态为代数群的同态。

记 G2 为 G1 在代数群 GL(V1) × GL(V2) 中的 Zariski 闭包，特别地 G2 为

GL(V1) × GL(V2) 的闭子群，V1 ⊗ V2 成为 G2 的有理表示。对任意的子空间

V ⊆ V2 ⊗ V2，集合

X := {x ∈ GL(V1 ⊗ V2) |x · V = V }
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是 GL(V1 ⊗ V2)中的 Zariski闭集。若 V 是 G1的不变子空间，即 G1的像包含于

X，则闭包 G2 的像也包含于 X。因此 V1 ⊗ V2 作为 G1 表示的半单性等价于作

为 G2表示的半单性。

现在 G2 是一个代数群，V1 ⊕ V2 是 G2 的一个忠实半单表示。由 5.1.4，G2

的幺幂根是平凡的，G2 是简约群。记 G3 为 G2 的单位连通分支，则 G3 为连通

简约群。由于 Char(K) = 0，熟知 V1⊗ V2作为 G3的有理表示是半单的 (可参见
[22, II. 5.6])。由 5.1.3，V1 ⊗ V2是 G2的半单表示。 �

推推推论论论 5.1.5 设 (W,S) 的几何表示 Vgeom (或 V Rgeom) 不可约，则张量表示 V ⊗ngeom (或
V Rgeom

⊗n)是半单的表示。

5.2 秩 3 Coxeter群和 SO3(C)

5.2.1 定理 5.1.1虽然适用范围很广泛，是对一般的抽象群来陈述的，但在实际
应用中将会有一些困难，我们很难确定一般线性群中一个子群的 Zariski 闭包。
幸运的是，对于大部分秩 3的 Coxeter群，我们可以用 Chevalley的方法来分解
它的几何表示的张量积 V ⊗ngeom，见 5.4和 5.6节。

一个 (不可约)的秩 3 Coxeter图为以下二者之一，

s1 s2 s3

m12 m23

... (5.1)

s1 s2

s3

m12

m13 m23

... (5.2)

(5.1) 的图中，若 (m12,m23) = (3, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 4), (3, 6)，该 Coxeter 群分
别为有限型 A3,B3,H3 和仿射型 B̃2, G̃2，(5.2) 的图中，如果 (m12,m23,m13) =

(3, 3, 3)，为仿射型 Ã2。除了这六个之外，其他的情形都称为双曲型，对应的

V Rgeom 上的二次型 B 的惯性指数 (signature) 都为 (2, 1)，即表示矩阵合同于对角

阵 diag(1, 1,−1)，特别地，V Rgeom (以及 Vgeom)是个不可约表示。参见 [20, §6.7]。

5.2.2 为下文说话方便，我们简单回顾一下 A1 伴随型代数群 SO3(C) 的结构和

表示理论。这些内容可参见 [7, 18, 19, 22, 40, 42]等标准教材。
回顾三阶正交李代数和正交群的一种矩阵形式为

o3(C) = {A ∈ M3(C) |ATJ + JA = 0}

=


 0 b −a
a c 0

−b 0 −c


∣∣∣∣∣∣∣a, b, c ∈ C

 ,

O3(C) = {x ∈ GL3(C) |xTJx = J},
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其中

J =

1 0 0

0 0 1

0 1 0

 .

依据矩阵行列式为 +1 或 −1，O3(C) 有两个连通分支，其单位连通分支记为

SO3(C)。选取 o3(C)的一组 Chevalley基如下，

E =

0 0 −2

2 0 0

0 0 0

 , F =

 0 1 0

0 0 0

−1 0 0

 , H =

0 0 0

0 2 0

0 0 −2

 .

则有 [H,E] = 2E，[H,F ] = −2F，[E,F ] = H，o3(C) ' sl2(C)。

用 [42]中的方法得到 SO3(C)的一个极大环面 H = {h(t) | t ∈ C×}和相应的
根子群 X = {x(t) | t ∈ C}，Y = {y(t) | t ∈ C}如下，

x(t) = exp tE =

 1 0 −2t

2t 1 −2t2

0 0 1

 , y(t) = exp tF =

 1 t 0

0 1 0

−t − t圲

2
1

 , ∀t ∈ C;

h(t) = x(t)y(−t−1)x(t)x(−1)y(1)x(−1) =

1 0 0

0 t2 0

0 0 t−2

 , ∀t ∈ C×.

SO3(C)的Weyl群只有两个元素，其中非平凡的元素可选取代表元为

ω = x(1)y(−1)x(1) =

−1 0 0

0 0 −2

0 −1
2

0

 .

5.2.3 对任意的 t ∈ C×，a, b ∈ C，有如下关系，
(1) ω · x(a) · ω = y(−a)。

(2) ω · y(a) · ω = x(−a)。

(3) ω · h(t) · ω = h(t−1)。

(4) h(t) · x(a) · h(t−1) = x(t2a)。

(5) h(t) · y(a) · h(t−1) = y(t−2a)。

(6) 若 a 6= 0，y(a) = x(a−1) · ω · h(a) · x(a−1)。

(7) x(a) · ω · h(t) · x(b) = ω · h(t) · y(−at2) · x(b)。

5.2.4 由 Bruhat分解，SO3(C) = HX t XωHX = HX t ωHYX，且任一元素只有

唯一一种方式写成如此形式的乘积。 SO3(C)由两个根子群 X和 Y生成。

5.2.5 SO3(C)为 A1伴随型，同构于 PGL2(C)。我们可选取并固定由下式定义的

同构 (用方括号表示矩阵在非零数乘下的等价类)，

x(t) 7→

[
1 t

0 1

]
, y(t) 7→

[
1 0

t 1

]
, t ∈ C.
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在这样的同构下，h(t)和 ω的像分别为

h(t) 7→

[
t 0

0 t−1

]
, t ∈ C×, ω 7→

[
0 1

−1 0

]
.

5.2.6 SO3(C)的不可约有理表示由它的支配权集 X+(H) = {λ0, λ2, λ4, . . . }参数
化，其中

λ2n : H→ C×, h(t) 7→ t2n.

记 λ2n对应的不可约表示为 V (2n)，则 dimV (2n) = 2n+ 1。

我们可以利用 5.2.5的同构具体构造出 V (2n)。令 V (2n)为双变元复多项式

环 C[X, Y ]中次数为 2n的齐次多项式全体，即

V (2n) = 〈X2n, X2n−1Y,X2n−2Y 2, . . . , Y 2n〉C.

PGL2(C) 通过如下方式作用在 V (2n) 上。对任意的 g ∈ PGL2(C)，取 g 在

SL2(C)中的代表元矩阵 A = ( a bc d )，

(gX, gY ) := (X, Y ) · A = (aX + cY, bX + dY ).

通过 5.2.5的同构，V (2n)成为 SO3(C)的表示，最高权为 λ2n。

这些不可约表示的张量积的半单分解是熟知的，被称为 Clebsch-Gordan法
则：设m ≥ n ≥ 0，

V (2m)⊗ V (2n) ' V (2m+ 2n)⊕ V (2m+ 2n− 2)⊕ · · · ⊕ V (2m− 2n).

5.2.7 设 ρ : SO3(C) → GL(V ) 是 SO3(C) 的一个表示，我们有两种自然的方

式将其扩张为 O3(C) 的表示，分别记为 ρ+ 和 ρ−，定义如下。设 g ∈ O3(C)，

则 g ∈ SO3(C) 或 −g ∈ SO3(C)。若 g ∈ SO3(C)，ρ+(g) = ρ−(g) := ρ(g)。若

−g ∈ SO3(C)，ρ+(g) := ρ(−g)，ρ−(g) := −ρ(−g)。事实上，ρ− = ρ+ ⊗ det，其

中 det为一维行列式表示。

特别地，将这样的构造应用在 V (2n)上，得到的 O3(C)的两个表示分别记

为 V +(2n)和 V −(2n)，显然它们都是不可约的。不难证明，O3(C)的不可约有

理表示只有这些。 V +(0)为平凡表示，而 V −(0) ' det。

由 Clebsch-Gordan法则不难知道，对m ≥ n ≥ 0，

V +(2m)⊗ V +(2n) ' V +(2m+ 2n)⊕ V +(2m+ 2n− 2)⊕ · · · ⊕ V +(2m− 2n).

同时由于 V −(2n) = V +(2n)⊗ det，因此

V +(2m)⊗ V −(2n) ' V −(2m)⊗ V +(2n)

' V −(2m+ 2n)⊕ V −(2m+ 2n− 2)⊕ · · · ⊕ V −(2m− 2n),

V −(2m)⊗ V −(2n) ' V +(2m+ 2n)⊕ V +(2m+ 2n− 2)⊕ · · · ⊕ V +(2m− 2n).

于是我们得到了 O3(C)表示张量积的 Clebsch-Gordan法则。
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5.3 (半)双线性型与半单性

在对几何表示张量积的讨论中，Vgeom 上的双线性型 B (或 Hermitian 型 H，

见 3.1.3)将起到重要的作用。事实上，在某些情形下它们还可以替代定理 5.1.1，
帮助我们得到 V ⊗ngeom 的半单性。一般地，假设在复线性空间 V 和 V ′ 上分别有双

线性型 (或 Hermitian型) B和 B′，在选定的基下表示矩阵分别为 B 和 B′，那么

在 V ⊗ V ′上有一个自然的双线性型 (或 Hermitian型) B⊗B′由下式线性扩张 (或
第一变量线性、第二变量共轭线性扩张)而来，

B⊗B′(v1 ⊗ v′1, v2 ⊗ v′2) := B(v1, v2) · B′(v′1, v′2), ∀v1, v2 ∈ V, v′1, v′2 ∈ V ′.

以下事实的证明是简单的。

引引引理理理 5.3.1 (1) 在选定的基下，B⊗B′的表示矩阵为 B ⊗B′。
(2) 当 B和 B′都非退化时，B⊗B′也是非退化的。

(3) 如果更进一步， V 和 V ′ 是群 W 的表示，且 B和 B′ 在群作用下不变，则

B⊗B′也在群作用下不变。

特别地，在 V ⊗ngeom 上有如上定义的 W -不变的双线性型 B⊗n 和 W -不变的
Hermitian型 H⊗n。

引引引理理理 5.3.2 设 (W,S)的 Coxeter图如 (5.1)，且为双曲型。若存在 v ∈ V ⊗ngeom \ {0}
满足 H⊗n(v, v) = 0，那么存在 w ∈ W，使得 H⊗n(w · v, v) 6= 0。

证明： Vgeom由 {α1, α2, α3}张成，在这组基下，H的表示矩阵为 1 a12 0

a12 1 a23

0 a23 1

 .

其中 aij = − cos π
m坩坪
。该 Coxeter群为双曲型当且仅当 a2

12 + a2
23 > 1。考虑 Vgeom

的一组新的基，

(v1, v2, v3) := (α1, α2, α3) ·


1 −a圱圲√

a圲圱圲+a圲圲圳−1
0

0 1√
a圲圱圲+a圲圲圳−1

0

0 −a圲圳√
a圲圱圲+a圲圲圳−1

1

 ,

在 {v1, v2, v3}这组基下 H, s1, s3的表示矩阵分别为

H :

1

−1

1

 , s1 :

−1

1

1

 , s3 :

1

1

−1

 .

{vi圱 ⊗ · · · ⊗ vi坮 ∈ V ⊗ngeom | i1, . . . , in = 1, 2, 3}组成 V ⊗ngeom的一组基。设

v =
∑

(i圱,...,i坮)

ci圱...i坮vi圱 ⊗ · · · ⊗ vi坮 , ci圱...i坮 ∈ C,
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记 κ2(i1, . . . , in)为数列 (i1, . . . , in)中“2”的个数，则

H⊗n(v, v) =
∑

(i圱,...,i坮)

(−1)κ圲(i圱,...,i坮)|ci圱...i坮|2.

对 ?1, ?2, ?3 ∈ {+,−}，记 x?圱?圲?圳 =
∑
|ci圱...i坮|2，其中的求和遍历所有满足如下条

件的 (i1, . . . , in)，

若 ?i = +，数列中含有偶数个 i，

若 ?i = −，数列中含有奇数个 i。

那么当 n为偶数时，只有 x+++, x+−−, x−+−, x−−+有可能非零，且

H⊗n(v, v) = x+++ − x+−− + x−+− − x−−+,

H⊗n(s1 · v, v) = x+++ − x+−− − x−+− + x−−+,

H⊗n(s3 · v, v) = x+++ + x+−− − x−+− − x−−+,

H⊗n(s1s3 · v, v) = x+++ + x+−− + x−+− + x−−+.

若上面四式都等于零，则 x+++ = x+−− = x−+− = x−−+ = 0，从而 v = 0。当 n

为奇数时，只有 x−−−, x−++, x+−+, x++−有可能非零，证明类似。 �

推推推论论论 5.3.3 (W,S)如 5.3.2，设 U ⊆ V ⊗ngeom 为任意的子表示，则存在子表示 U⊥使

得 V ⊗ngeom = U ⊕ U⊥。换言之，V ⊗ngeom 是半单的。

证明： 令

U⊥ := {v ∈ V ⊗ngeom | H⊗n(v, u) = 0,∀u ∈ U},

则 U⊥为 V ⊗ngeom的子表示。由于 H⊗n非退化，有 dimU+dimU⊥ = dimV ⊗ngeom。假

设 0 6= v ∈ U∩U⊥，则H⊗n(v, v) = 0。由 5.3.2，存在 w ∈ W 使得H⊗n(w ·v, v) 6=
0。但 w · v也属于 U ∩U⊥，矛盾。因此，U ∩U⊥ = 0，从而 V ⊗ngeom = U ⊕U⊥。�

注注注 5.3.4 记 V Rgeom 为 {αs | s ∈ S} 张成的实表示。在 5.3.2 和 5.3.3 的证明中把
Hermitian型 H换成双线性型 B，便得到 V Rgeom

⊗n
的半单性。

注注注 5.3.5 从 5.3.3的证明中可以看到，V ⊗ngeom 可分解为在 Hermitian型 H⊗n 下相互

正交的若干不可约子表示的直和。很自然地猜测，对任意的 Coxeter群，若 Vgeom

不可约，V ⊗ngeom 皆可分解为在 H⊗n下相互正交的若干不可约分量的直和。有些简

单的例子是容易验证的。比如 Vgeom ⊗ Vgeom 分解为 ∧2Vgeom ⊕ 1⊕ V ′，其中外积
∧2Vgeom 和平凡表示 1都是单的，1⊕ V ′ 为对称积 Sym2 Vgeom。容易验证在双线

性型 B⊗2下，∧2Vgeom 和 1正交。在所有秩 3双曲的情形，也可验证这三个分量

相互正交。这些例子为猜测提供了证据。

5.4 张量积的半单分解

利用 Chevalley的定理 5.1.1的思路，我们可以分解秩 3双曲型的 Coxeter群
的几何表示张量积 V ⊗ngeom。采用 5.2节的记号。
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5.4.1 先看一个简单的例子。假设 (W,S)的 Coxeter图如下，

s1 s2 s3

∞ ∞

在基 {α1, α2, α3}下，双线性型 B和 s1, s2, s3的表示矩阵分别为

B =

 1 −1 0

−1 1 −1

0 −1 1

 , s1 :

−1 2 0

0 1 0

0 0 1

 ,

s2 :

1 0 0

2 −1 2

0 0 1

 , s3 :

1 0 0

0 1 0

0 2 −1

 .

取一组新的基 {v1, v2, v3}，并通过这组基把 GL(Vgeom)等同于 GL3(C)，

(v1, v2, v3) := (α1, α2, α3) ·Q, 其中 Q =

1 −1 1
2

0 −1 1
2

0 0 1

 .

在这组基下 B和 s1, s2, s3的表示矩阵分别为 (并以此将W 视为 GL3(C)的子群，

因为 Vgeom 是个忠实表示)

QTBQ =

1 0 0

0 0 1

0 1 0

 = J, s1 =

−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,

s2 =

−1 0 −2

−2 1 −2

0 0 1

 , s3 =

1 0 0

0 0 −1
2

0 −2 0

 .

计算 s1s2和 s3s1s2s3的表示矩阵分别为

s1s2 =

 1 0 2

−2 1 −2

0 0 1

 , s3s1s2s3 =

1 −4 0

0 1 0

4 −8 1

 .

记 W 为 W 在 GL3(C)中的像的 Zariski闭包，它是 GL3(C)的闭子群。在

5.2 节的记号下，s1s2 = x(−1)，s3s1s2s3 = y(−4)，这表明对任意的 k ∈ N，
x(−k)和 y(−4k)都落在W 中，因此W 包含了 SO3(C)的两个根子群。 SO3(C)

由它的两个根子群生成，所以 SO3(C) ⊆ W。注意到 W 在 Vgeom 上的作用保持

双线性型 B，因此 W ⊆ O3(C)。 S 中的元素在 Vgeom 上的作用是一个“反射”，

行列式为 −1，因此必然有W = O3(C)。

注注注 5.4.2 对其他秩 3双曲型 Coxeter群，也可用类似方法证明它在 GL(Vgeom)中

的像的 Zariski闭包同构于 O3(C)，见 5.6节。本节剩余的讨论对这些群都适用，
从而得到 V ⊗ngeom 的半单分解。
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5.4.3 通过 5.4.1 选定的基 {v1, v2, v3}，O3(C) 作用在 Vgeom 上，限制在 W 上即

为几何表示。从 5.1.1的证明中已经知道，V ⊗ngeom 作为 W 表示的半单分解与作为

O3(C)表示的半单分解是一样的，而且 O3(C)的各不可约表示 V ±(2n) (见 5.2.7)
限制在W 上还是不可约的。把它们在W 上的限制也记为 V ±(2n)。

Vgeom 作为 O3(C)的不可约表示同构于 V −(2)。由 5.2.7中 O3(C)表示张量

基的 Clebsch-Gordan法则，归纳地我们可以得到 V ⊗ngeom 的半单分解。

定定定理理理 5.4.4 设W 为秩 3双曲型的 Coxeter群，n ≥ 1，则

V ⊗ngeom '
n⊕
i=0

ai,nV
?(2n− 2i),

其中 ? = + 若 n 为偶数，? = − 若 n 为奇数。除 a1,1 = 0 外，ai,n ∈ N>0，

(0 ≤ i ≤ n)，且满足如下递归关系，

n = 1, a0,1 = 1, a1,1 = 0,

n ≥ 2, a0,n = 1,

a1,n = a0,n−1 + a1,n−1,

ai,n = ai−2,n−1 + ai−1,n−1 + ai,n−1, 若 2 ≤ i ≤ n− 1,

an,n = an−2,n−1.

证明： 对 n归纳。 �

当 1 ≤ i ≤ n− 1时，ai,n是一个 i− 1次的幂数列的求和，其结果是 n的一

个 i次多项式。特别地，a1,n = n − 1，a2,n = n(n−1)
2
。理论上任给一个 i可以在

有限步内求出 ai,n的表达式。

注注注 5.4.5 从定理中可以看出，通过几何表示的张量积我们能构造出W (秩 3双曲

型)的无穷多个不可约表示。这与有限型的 W 不同，因为有限群的不可约表示

个数有限。仿射Weyl群的几何表示不是单的，它的 Jordan-Hölder因子有两个，
一个是平凡表示，另一个是相应的 Weyl群的几何表示。因此仿射 Weyl群几何
表示张量积也只能产生有限多个不可约因子。

注注注 5.4.6 注意到 O3(C) 的行列式表示 det 限制在 W 上即为符号表示 ε (把各
s ∈ S 映到 −1)。当 S 中的元素不全在W 的同一个共轭类里时，W 还有其他的

一维表示，可以称作“部分符号表示”。比如，对 5.4.1中的W，任取 εi = ±1，

由 si 7→ εi共可构造出八个一维表示，其中六个为所谓的部分符号表示。在 V ⊗ngeom

中出现的不可约表示与这些部分符号表示的张量积 (也是 W 的不可约表示) 并
不出现在 V ⊗ngeom 中。因此，几何表示张量积一般不能得到W 的所有不可约表示，

这与有限群不同 (任给有限群的一个忠实表示，其张量积可以产生出所有的不可
约表示，见 [16, Problem 2.37*])。

注注注 5.4.7 定理中出现的不可约表示的维数可以任意地大，无上界。而我们已在
4.8节中看到有很多 Coxeter群具有无穷维不可约表示 (而有限型和仿射型 Cox-
eter群的不可约表示都是有限维的)。

68



第 5章 秩 3 Coxeter群几何表示的张量积

5.5 一个简单的例子

在这一节中，我们考虑 5.4.1 中的 Coxeter 群，即 W = 〈s1, s2, s3 | s1s3 =

s3s1〉。我们将计算它的胞腔和基环，以及几何表示张量积分解中的各直和分量，
和它们所对应的胞腔。

对一般的 Coxeter群 (W,S)，在 [3] (及其勘误 [4, Remark 2.4])中已经知道如
果对任意的 s, t ∈ S，都有mst = 2或∞，则W 有界 (即 坡-函数有界，且上界为
有限抛物子群最长元长度的最大值，见 2.1.19)。特别地，对 5.4.1中的W，坡-函
数值不超过 2。我们可以从另一角度看出这个事实。

定定定理理理 5.5.1 设 (W1, S1)，(W2, S2)为两个有界的 Coxeter群。定义另一个 Coxeter
群 (W,S1 t S2)，包含W1,W2为其抛物子群，且若 s ∈ S1，t ∈ S2，则mst定义

为∞。那么 (W,S1 t S2)有界。

W 为 W1 和 W2 的自由积 (free product)。画出 W1 和 W2 的 Coxeter图，取
遍 (s, t) ∈ S1×S2，用标注∞的边连接 s和 t对应的顶点，便得到W 的 Coxeter
图。取 S1 = {s2}，S2 = {s1, s3}，便得到 5.4.1中的W 的有界性。

证明： 由 2.1.20 (5)，只需考虑 −坶(fx,y,z)的上界。对任意的 x ∈ W \ {e}，x有
唯一的一种方式写成W1 \{e}和W2 \{e}中元素的交错乘积 x = x1 · · · xn，各 xi

属于W1\{e}或W2\{e}，相邻两项分属W1或W2，且 `(x) = `(x1)+· · ·+`(xn)。

对 y ∈ W \ {e}，类似地 y = ym · · · y1。若 xn 和 ym 不属于同一个Wi (i = 1, 2)，

则 T̃xT̃y = T̃xy。若 xn和 ym都属于，比如说，W1，则

T̃xT̃y = T̃x圱···x坮圀圱T̃x坮T̃y坭T̃y坭圀圱···y圱

= T̃x圱···x坮圀圱

(∑
z∈W圱

fx坮,y坭,zT̃z

)
T̃y坭圀圱···y圱

= fx坮,y坭,eT̃x圱···x坮圀圱T̃y坭圀圱···y圱 +
∑

z∈W圱\{e}

fx坮,y坭,zT̃x圱···x坮圀圱zy坭圀圱···y圱 .

根据 2.1.14，fx坮,y坭,e = 1或 0，而由假设 −坶(fx坮,y坭,z)不超过 W1 的有限抛物子

群最长元长度的最大值。归纳地可知，对任意 z ∈ W，−坶(fx,y,z)不超过W1 和

W2的有限抛物子群最长元长度的最大值。注意到W 的有限抛物子群包含于W1

或W2中，知命题成立。 �

5.5.2 对有界的 W，[44, §4.4] 给出了 JC圱 中的运算规则。首先根据 2.1.17 和
2.3.3，有
(1) 若 x, y ∈ C1满足R(x) 6= L(y)，则 JxJy = 0。

(2) 设 s ∈ S，x ∈ C1，R(x) = {s}，则 JxJs = Jx，JsJx圀圱 = Jx圀圱。

对任意的 x ∈ C1\S，x有唯一的既约表达，在该表达中，两个单反射的最长连乘
积称为 x的一个二面体区间。例如，设 x的既约表达为 stsrtrt，其中 s, r, t ∈ S
为互异的单反射，则 x 的所有二面体区间为 x1 = sts，x2 = sr，x3 = rtrt。

x1 和 x2 包含不同的单反射，但 R(x1) = L(x2) = {s} 为相同的单反射，记

69



Coxeter群的“反射”表示

x1 ∗ x2 := x1sx2。在该记号下，x = x1 ∗ x2 ∗ x3。一般地，任意 C1 \ S 中的元素
w都可写为 w = w1 ∗ w2 ∗ · · · ∗ wk，其中各 wi依次为 w的二面体区间。 [44]证
明了，

(3) 设 w = w1 ∗ w2 ∗ · · · ∗ wk ∈ C1 \ S，则 Jw = Jw圱Jw圲 · · · Jw坫
。

因此，我们有：

(4) 若 x, y ∈ C1 \ S 满足 R(x) = L(y) = {s}，且 x 的最后一个二面体区间和

y 的第一个二面体区间包含不同的单反射 (即既约表达分别为 x = · · · rs，
y = st · · ·，r 6= t)，则 JxJy = Jxsy。

(5) 设 x = x1 ∗ · · · ∗ xk, y = y1 ∗ · · · ∗ yl ∈ C1 \ S 分别为其二面体区间分解，且
xk 和 y1 都是 r, t ∈ S 的连乘积，R(xk) = L(y1)，则 `(xk), `(y1) < mrt，且

在 JC圱 中乘积 Jx坫Jy圱 满足 2.5.4或 2.5.7的公式 (取决于mrt是否为 ∞)，设

Jx坫Jy圱 =
∑
i

Jz坩 ,

其中各 zi为 r, t的连乘积，且满足 L(zi) = L(xk)，R(zi) = R(y1)，因此

JxJy =
∑
i

Jx圱∗···∗x坫圀圱
Jz坩Jy圲∗···∗y坬

=
∑
i

`(z坩)≥2

Jx圱∗···∗x坫圀圱∗z坩∗y圲∗···∗y坬 +
∑
i

z坩∈S

Jx圱∗···∗x坫圀圱∗y圲∗···∗y坬 .

(1) (2) (4) (5)给出了 JC圱 中的全部乘法关系。

5.5.3 回到 5.4.1中的 (W,S)，W = 〈s1, s2, s3 | s1s3 = s3s1〉，为记号简洁，将乘
积 si圱 · · · si坫 记为 i1 · · · ik，记号 Ji圱···i坫 等类似。

已经知道 W 的 坡-函数的上界为 2，坡-函数值为 0的元素只有幺元 e，坡-函
数值为 1的元素组成一个双边胞腔 C1，见 2.1.22。若某元素属于 C1，其既约表

达中 1和 3不相邻，即形如 · · · 2i2j2 · · ·，其中 i, j 等单反射为 1或 3。

2.2.7告诉我们，W中 坡-函数值为 2的元素也组成一个双边胞腔，记为 C2，

它里面的元素的既约表达都形如 · · · 13 · · ·。想要计算 JC圲 中的乘法，可以借助下

面的引理，取自 [43]。

引引引理理理 5.5.4 设W 的 坡-函数有上界 N。若 z ∈ W，坡(z) = N，则对任意的 x, y ∈
W，有 fx,y,z = (−1)Nγx,y,zq

−坎
圲 + q

圱
圲 的更高次项。

证明： 注意到H的两组基 {T̃w}和 {Cw}的转换关系满足

Cw ∈ T̃w + q
圱
圲

∑
w地∈W

Z[q
圱
圲 ]T̃w地 , T̃w ∈ Cw + q

圱
圲

∑
w地∈W

Z[q
圱
圲 ]Cw地 ,

于是有 (回顾 2.1.12的记号)∑
z∈W

fx,y,zT̃z = T̃xT̃y

∈

(
Cx + q

圱
圲

∑
x地∈W

Z[q
圱
圲 ]Cx地

)(
Cy + q

圱
圲

∑
y地∈W

Z[q
圱
圲 ]Cy地

)
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⊆ CxCy + q
圱
圲

∑
x地,y地

Z[q
圱
圲 ]Cx地Cy地

⊆
∑
z∈W

hx,y,zCz + q
圱
圲

∑
x地,y地,z

hx地,y地,zZ[q
圱
圲 ]Cz

⊆
∑
z∈W

hx,y,z

(
T̃z + q

圱
圲

∑
z地∈W

Z[q
圱
圲 ]T̃z地

)

+ q
圱
圲

∑
x地,y地,z

hx地,y地,zZ[q
圱
圲 ]

(
T̃z + q

圱
圲

∑
z地∈W

Z[q
圱
圲 ]T̃z地

)
⊆
∑
z∈W

hx,y,zT̃z + q
圀坎圫圱

圲

∑
z∈W

Z[q
圱
圲 ]T̃z.

因此 fx,y,z 和 hx,y,z 中 q−
坎
圲 的系数相同。当 坡(z) = N 时，根据定义，这个系数

为 (−1)Nγx,y,z。 �

5.5.5 利用该引理，对 x, y ∈ C2，想要计算 JxJy，只需要计算 T̃xT̃y。 x的既约

表达可唯一地写成如下形式，

x = xk13 · · · 13x213x1, k ≥ 2,

其中 x−1
1 , xk ∈ {e} ∪ Γs圲，x2, . . . , xk−1 ∈ Γs圲 ∩ Γ−1

s圲
，Γs圲 = {w ∈ C1 |ws2 < w}，

下划线 xi为 xi的 (唯一的)既约表达。类似地将 y的既约表达写成

y = y113y213 · · · 13yl, l ≥ 2.

(1) 若 x1 = e，y1 6= e，或 x1 6= e，y1 = e，则 R(x) 6= L(y)，根据 2.1.17 和
2.3.3，知 JxJy = 0。

(2) 若 x1 = y1 = e，记 ξ = q
圱
圲 − q− 圱

圲，则

T̃xT̃y = T̃x坫13···13x圲

(
ξ2T̃13 + ξT̃1 + ξT̃3 + 1

)
T̃y圲13···13y坬

= ξ2T̃x坫13···13x圲13y圲13···13y坬 + ξT̃x坫13···13x圲1y圲13···13y坬

+ξT̃x坫13···13x圲3y圲13···13y坬 + T̃x坫13···13x圲T̃y圲13···13y坬 .

注意式中出现的表达都是既约的。由 5.5.4，得知

JxJy =

Jx坫13···13x圲13y圲13···13y坬 + Jx坫13···13x圲Jy圲13···13y坬 , 若 k, l > 2,

Jx坫13···13x圲13y圲13···13y坬 , 若 k = 2或 l = 2.

(3) 若 x1 = y−1
1 ，且 x1 6= e，设 x1 = i1i2 · · · ij，其中 i1, i3, . . . = 2，i2, i4, . . . = 1

或 3。此时有

T̃xT̃y = T̃···x圲13T̃i圱···i坪 T̃i坪 ···i圱T̃13y圲···

= ξT̃···x圲13i圱···i坪圀圱i坪i坪圀圱···i圱13y圲··· + T̃···x圲13T̃i圱···i坪圀圱
T̃i坪圀圱···i圱T̃13y圲···

= . . .

71



Coxeter群的“反射”表示

=系数为 ξ的一些项+ T̃···x圲13T̃13y圲···.

式中出现的表达都是既约的。根据 5.5.4，得到 JxJy = Jx坫13···x圲13J13y圲···13y坬，

化归为 (2)的情况。
(4) 若 x1 6= y−1

1 ，x1, y1 6= e，可假设 R(x1) = L(y1)，否则根据 2.1.17和 2.3.3
知 JxJy = 0。因此 x1, y1 可唯一地写成 x1 = uz，y1 = z−1v，其中 z ∈ C1，

u, v ∈ {e}∪C1，使得 `(x1) = `(u)+`(z)，`(y1) = `(v)+`(z)，且R(u) 6= L(v)

(u, v不同时为 e)。类似 (3)中的计算，有

T̃xT̃y =系数为 ξ的一些项+ T̃···13x圲13uT̃v13y圲13···.

因此 JxJy = J···13x圲13uJv13y圲13···。但 R(· · · 13x213u) 6= L(v13y213 · · ·)，根据
2.1.17和 2.3.3，JxJy = 0。

上述 (1) (2) (3) (4)给出了计算 JxJy (x, y ∈ C2)的递归步骤。将结果归纳如下。

假设 x1 = y−1
1 , x2 = y−1

2 , . . . , xi = y−1
i ，但 xi+1 6= y−1

i+1。可假设 i ≥ 1，否则

由 (4)知 JxJy = 0。由上述递归步骤得到

JxJy = Jx坫13···13x圲13y圲13···13y坬 + Jx坫13···13x圳13y圳13···13y坬 + · · ·+ Jx坫13···13x坩圫圱13y坩圫圱13···13y坬 .

(若 i = min(k, l)，则最后一项的含义为零。)

5.5.6 作为推论，可利用上述计算结果得到 C2 的左胞腔分解和特异对合元集。

根据 2.3.6的结论，5.5.5中的 x和 y−1 落在同一个左胞腔中当且仅当 x1 = y−1
1 ，

从而 C2 中的左胞腔由 {e} ∪ Γs圲 参数化。特别地，C2 中有无穷多个左胞腔。左

胞腔无穷多的现象最早发现于 [2]。
设 x1 ∈ {e} ∪ Γ−1

s圲
，x 如 5.5.5，考虑元素 x−1

1 13x1，从上面的运算规则知

JxJx圀圱
圱 13x圱

= Jx。根据 2.3.6，知 x−1
1 13x1是它所在的左胞腔的特异对合元。特别

地，根据定义，得到 degq Pe,x圀圱
圱 13x圱

= `(x1)。

注注注 5.5.7 对m ≥ 3，下图给出一个 Coxeter群 (W ′, S)，

s1 s3

s2

m

∞ ∞

[43]告诉我们，W ′有界。与W 类似，它只有三个双边胞腔，{e}，C1和 Cm，其
中

Cm = {w ∈ W |坡(w) = m} = {w的既约表达中有一段 s1, s3的m项连乘积}.

5.5.5的讨论稍加修改，类似地也可得到该 Coxeter群的基环结构和左胞腔分解。

5.5.8 采用 5.4.1的符号和设定，把W视为 O3(C)的子群，此时

−s1,−s2,−s3 ∈ SO3(C), 且

72



第 5章 秩 3 Coxeter群几何表示的张量积

−s1 = h(i), −s2 = x(1)h(i), −s3 = ωh(2i).

在 5.2.5的同构 SO3(C)
∼−→ PGL2(C)下，它们的像分别为

−s1 7→

[
i 0

0 −i

]
, −s2 7→

[
i −i

0 −i

]
, −s3 7→

[
0 −1

2
i

−2i 0

]
.

如同 5.2.6选取PGL2(C)的不可约表示 V (2n)的一组基 {X2n, X2n−1Y, . . . , Y 2n}，
则上述几个元素在 V (2n)上的作用如下，(k = 0, 1, . . . , 2n)

−s1 : X2n−kY k 7→ (−1)n+kX2n−kY k,

−s2 : X2n−kY k 7→ (−1)n+k

k∑
i=0

(
k

i

)
X2n−k+iY k−i,

−s3 : X2n−kY k 7→ (−1)n22n−2kXkY 2n−k.

若写成矩阵，则 −s1,−s2,−s3分别形如
(−1)n

(−1)n−1
0

0
. . .

(−1)−n

 ,


(−1)n

(−1)n−1
∗

0
. . .

(−1)−n

 ,


0

(−1)n2−2n

. .
.

(−1)n22n−2

(−1)n22n
0

 .

s1, s2, s3 在 V +(2n)上的作用分别与 −s1,−s2,−s3 相同，而在 V −(2n)上的作用

差一个负号，见 5.2.7。
想确定 V +(2n), V −(2n) 对应的双边胞腔，类似 3.3.2 的证明，只需计算

Cs坩 , Cs圱s圳 的作用是否非零。 n = 0 时，V +(0), V −(0) 分别为平凡表示和符号

表示，分别对应双边胞腔 {e} 和 C2，见 2.2.6。 n = 1 时，V −(2) 为几何表

示，对应到 C1，而 V +(2) 为几何表示与符号表示 ε 的张量积，计算知 Cs圱s圳 =

(T̃s圱 − q
圱
圲 )(T̃s圳 − q

圱
圲 )的作用是非零的，因此 V +(2)对应到 C2。 n > 1时，容易看

出 Cs圱s圳 在 V +(2n), V −(2n) 上的作用都是非零的，因此这些不可约表示都对应

到 C2。

5.6 其它秩 3双曲型 Coxeter群的 Zariski闭包

出于 5.4节几何表示张量积分解的需要 (见 5.4.2)，我们希望证明如下定理。

定定定理理理 5.6.1 任一秩 3双曲型 Coxeter群在 GL(Vgeom)中的像的 Zariski闭包同构于
O3(C)。
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但是，作者在完成上述断言的证明之后，经他人提醒发现，早在 [5]中，人
们已经有了如下更一般的结果。

定定定理理理 5.6.2 (见 [5, §2. Théorème])设 (W,S)为有限秩不可约的Coxeter系统，若几
何表示 V Rgeom 上的双线性型 B非正定且非退化，则W 在 GL(V Rgeom)中的 Zariski
闭包为

O(V Rgeom,B) = {g ∈ GL(V Rgeom) |B(gv, gu) = B(v, u),∀v, u ∈ V Rgeom}.

由 5.6.2可轻易得到 5.6.1，这一节内容便失去了存在的必要。不过由于所用的方
法不同，作者觉得把自己的证明记录下来也是有意思的。

本节的剩余内容为 5.6.1的证明。采用 5.2节的记号。

5.6.3 在 5.6.3和 5.6.4中，假设 (W,S)为双曲型，且 Coxeter图如下，

s1 s2 s3

m12 m23

在基 {α1, α2, α3}下，双线性型 B和 s1, s2, s3的表示矩阵分别为

B =

1 a 0

a 1 b

0 b 1

 , s1 :

−1 −2a 0

0 1 0

0 0 1

 ,

s2 :

 1 0 0

−2a −1 −2b

0 0 1

 , s3 :

1 0 0

0 1 0

0 −2b −1

 .

其中 a = − cos π
m圱圲
，b = − cos π

m圲圳
。注意 a, b ∈ [−1, 0)。该 Coxeter群为双曲型

当且仅当 a2 + b2 > 1。令

Q :=


1 − a

2
√
a圲+b圲−1

a√
a圲+b圲−1

0 1
2
√
a圲+b圲−1

− 1√
a圲+b圲−1

0 1
2
− b

2
√
a圲+b圲−1

1 + b√
a圲+b圲−1


取一组新的基 {v1, v2, v3}，并通过这组基把 GL(Vgeom)等同于 GL3(C)，

(v1, v2, v3) := (α1, α2, α3) ·Q.

在这组基下 B和 s1, s2, s3的表示矩阵分别为

QTBQ =

1 0 0

0 0 1

0 1 0

 = J, s1 =

−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , s3 =

1 0 0

0 0 −2

0 −1
2

0

 ,

s2 =

 1− 2a2 a(
√
a2 + b2 − 1− b) −2a(b+

√
a2 + b2 − 1)

−2a(b+
√
a2 + b2 − 1) a2 −2(b+

√
a2 + b2 − 1)2

a(
√
a2 + b2 − 1− b) −1

2
(b−

√
a2 + b2 − 1)2 a2


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以此将W 视为 GL3(C)的子群。

已经知道 W 保持双线性型 B，因此 W 包含于 O3(C) 中。记 W 为 W 在

O3(C)中的 Zariski闭包。 Vgeom 是 W 的忠实不可约表示，由 5.1.4，W 是个简
约群，特别地，其单位连通分支W

0
是连通简约群，包含于 SO3(C)中。根据简

约群的结构理论，SO3(C)中的连通简约群只有以下三种情况，

(1) SO3(C)，

(2) {e}，
(3) 某个极大环面，共轭于 H。

情况 (2) 不可能发生，否则 W 是个有限群，而我们知道双曲型的 W 是个无

限群。下面我们用一些思路直接但过程繁琐的计算来排除情况 (3)，从而得到
W

0
= SO3(C)，再考虑到各 si行列式为 −1，因此有W = O3(C)。

5.6.4 设定如 5.6.3。假设 W
0

= g−1Hg 为 SO3(C) 的某个极大环面，其中 g ∈
SO3(C)。W 包含于该极大环面的正规化子中，即对任意的 z ∈ W，

zg−1Hgz−1 = g−1Hg,

若 z ∈ W ∩ SO3(C)，则有

gzg−1 ∈ NSO圳(C)(H) = H t ωH.

注意 H中的元素是对角阵，而 ωH中的矩阵也有很多零元素，形如∗ 0 0

0 0 ∗
0 ∗ 0

 .

由 5.2.4的 Bruhat分解，g ∈ HX或 ωHYX，而 ω 正规化 H，因此可以取 g ∈ X

或 YX。

先假设 g = x(r) ∈ X，其中 r ∈ C。如上述，取 z = s1s3 = ω，计算

gzg−1 = x(r)ωx(−r) =

 −1− 2r2 r −2(r + r3)

−2(r + r3) r2 −2(1 + r2)2

r −1
2

r2

 .

想让这个矩阵落在 H t ωH中，只能 r = 0，即 g = e。但是注意 s1s2的 (3, 1)-元
素 a(

√
a2 + b2 − 1− b)是个非零负数，因此 s1s2 /∈ HtωH，矛盾。这里 (3, 1)-元

素指矩阵第 3行第 1列的元素，下面类似。

考虑另一情形，设 g = y(s)x(r) ∈ YX，其中 s, r ∈ C。同样地，先取
z = s1s3 = ω，计算得到 gzg−1 = y(s)x(r)ωx(−r)y(−s)的 (2, 1)-元素为

−2(1 + r2)(r + s+ r2s). ... (5.3)

这个元素必须为零。若 r = i，

y(s)x(i)ωx(−i)y(−s) =

 1 i− 2s 0

0 −1 0

i− 2s 1
2
(i− 2s)2 −1

 .
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此时只能有 s = i
2
。再取 z = s1s2，计算得 y( i

2
)x(i)s1s2x(−i)y(− i

2
) 的 (2, 1)-元

素为 −4(a + ib)
√
a2 + b2 − 1，显然也是非零的，矛盾。若 r = −i，类似的计

算得知 s = − i
2
，以及 y(− i

2
)x(−i)s1s2x(i)y( i

2
) 的 (2, 1)-元素为非零的 −4(a −

ib)
√
a2 + b2 − 1，得到矛盾。因此，想让式子 (5.3)为零，只能有 r+s+ r2s = 0。

已知 1 + r2 6= 0，这等价于 s = −r
1+r圲
。取 z = s1s2，计算

gs1s2g
−1 = y(

−r
1 + r2

)x(r)s1s2x(−r)y(
r

1 + r2
) =

 ∗ ∗ ∗
z21 z22 z23

z31 z32 z33

 ,

其中

z21 =
1

1 + r2

(
(r2 − 1)

(
4r(1− b2)− 4ra2 + 2a(1 + r2)

√
a2 + b2 − 1

)
− 2ab(1 + r2)2 + 4br(1 + r2)

√
a2 + b2 − 1

)
,

z31 =
−1

(1 + r2)3

(
(r2 − 1)

(
2r(b2 − 1) + 2ra2 + a(1 + r2)

√
a2 + b2 − 1

)
+ ab(1 + r2)2 + 2br(1 + r2)

√
a2 + b2 − 1

)
,

z22 =
1

(1 + r2)2

(
4(b2 − 1)r2 + a2(1 + 6r2 + r4)− 4ar(1 + r2)

√
a2 + b2 − 1

)
,

z32 =
1

2(1 + r2)4

(
(r2 − 1)2 − a2(r2 − 1)2 − 2b2(1 + r4)

− 2b(r4 − 1)
√
a2 + b2 − 1

)
,

z23 = 2(r2 − 1)2 − 2a2(r2 − 1)2 − 4b2(1 + r4) + 4b(r4 − 1)
√
a2 + b2 − 1,

z33 =
1

(1 + r2)2

(
4(b2 − 1)r2 + a2(1 + 6r2 + r4) + 4ar(1 + r2)

√
a2 + b2 − 1

)
.

若 gs1s2g
−1 ∈ ωH，则有 z22 = z33 = 0，而

0 = z33 − z22 =
8ar
√
a2 + b2 − 1

1 + r2
,

因此只能 r = 0。但这意味着 s = 0，g = e，上一段中已经知道这种情况不可能

出现。因此，必有 gs1s2g
−1 ∈ H，从而 z23 = z32 = 0，于是

0 =
1

2
z23 − 2(1 + r2)4z32 = 4b(r4 − 1)

√
a2 + b2 − 1,

因此只能 r4 − 1 = 0。再次注意到 r2 + 1 6= 0，所以 r2 − 1 = 0。藉此化简 z21和

z31得到

z21 =
1

1 + r2

(
−2ab(1 + r2)2 + 4br(1 + r2)

√
a2 + b2 − 1

)
,

z31 =
−1

(1 + r2)3

(
ab(1 + r2)2 + 2br(1 + r2)

√
a2 + b2 − 1

)
.
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它们都得为零，从而

(1 + r2)z21 + 2(1 + r2)3z31 = −4ab(1 + r2)2 = 0,

但这是个矛盾。

至此，我们说明了 W
0
不可能是 SO3(C) 的某个极大环面，因而只能有

W
0

= SO3(C)。

5.6.5 现在假设 (W,S)的 Coxeter图如下，

s1 s2

s3

∞

∞ ∞

在基 {α1, α2, α3}下，双线性型 B和 s1, s2, s3的表示矩阵分别为

B =

 1 −1 −1

−1 1 −1

−1 −1 1

 , s1 :

−1 2 2

0 1 0

0 0 1

 ,

s2 :

1 0 0

2 −1 2

0 0 1

 , s3 :

1 0 0

0 1 0

2 2 −1

 .

取另一组基 {v1, v2, v3}，

(v1, v2, v3) := (α1, α2, α3) ·Q, 其中 Q =

1 1 −1
2

0 1 0

0 0 −1
2

 .

在这组基下 B和 s1, s2, s3的表示矩阵分别为 (并以此将W 视为 GL3(C)的子群)

QTBQ =

1 0 0

0 0 1

0 1 0

 = J, s1 =

−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,

s2 =

−1 0 2

2 1 −2

0 0 1

 , s3 =

−1 −4 0

0 1 0

−4 −8 1

 .

于是 s1s2 = x(1)，s1s3 = y(4)。与 5.4.1一样，这意味着W = O3(C)。

5.6.6 在 5.6.6和 5.6.7中，假设 (W,S)为双曲型，Coxeter图如下，且m12 <∞，

s1 s2

s3

m12

m13 m23
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在基 {α1, α2, α3}下，双线性型 B和 s1, s2, s3的表示矩阵分别为

B =

1 a c

a 1 b

c b 1

 , s1 :

−1 −2a −2c

0 1 0

0 0 1

 ,

s2 :

 1 0 0

−2a −1 −2b

0 0 1

 , s3 :

 1 0 0

0 1 0

−2c −2b −1

 .

其中 a = − cos π
m圱圲
，b = − cos π

m圲圳
，c = − cos π

m圱圳
。注意 a, b, c ∈ [−1, 0)，且

a 6= −1。该 Coxeter群为双曲型当且仅当 a2 + b2 + c2 − 2abc− 1 > 0。记

θ :=
√
a2 + b2 + c2 − 2abc− 1,

Q :=


1 c−a(b+θ)

2θ
c+a(θ−b)
(a圲−1)θ

0 b−ac+θ
2θ

b−ac−θ
(a圲−1)θ

0 a圲−1
2θ

1
θ

 .

取一组新的基 {v1, v2, v3}，并通过这组基把 GL(Vgeom)等同于 GL3(C)，

(v1, v2, v3) := (α1, α2, α3) ·Q.

在这组基下 B和 s1, s2, s3的表示矩阵分别为

QTBQ =

1 0 0

0 0 1

0 1 0

 = J, s2 =

 1− 2a2 a(a2 − 1) −2a

−2a a2 −2

a(a2 − 1) −1
2
(a2 − 1)2 a2

 ,

s1 =

−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , s3 =

 1− 2c2 c(ac− b− θ) 2c(ac−b+θ)
1−a圲

2c(ac−b+θ)
1−a圲 c2 2(ac−b+θ)圲

−(a圲−1)圲

c(ac− b− θ) −1
2
(b− ac+ θ)2 c2

 .

以此将W 视为 GL3(C)的子群。

与 5.6.3类似，想证明 W 的 Zariski闭包 W 为 O3(C)，只需说明 W
0
不为

SO3(C)的某个极大环面。

5.6.7 设定如 5.6.6。假设 W
0

= g−1Hg 为 SO3(C) 的某个极大环面，其中 g ∈
SO3(C)。与 5.6.4一样，可取 g ∈ X ∪YX，并且若 z ∈ W ∩ SO3(C)，则应有

gzg−1 ∈ NSO圳(C)(H) = H t ωH.

先假设 g = x(r) ∈ X，其中 r ∈ C。取 z = s1s2，计算得到

gzg−1 = x(r)s1s2x(−r) =

 ∗ (a2 − 1)(a2r − r − a) ∗
∗ ∗ ∗

(a2 − 1)(a2r − r + a) ∗ ∗


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由于 a ∈ (−1, 0)，有 a2 − 1 6= 0，因此

a2r − r − a = a2r − r + a = 0.

但这又与 a 6= 0矛盾。

考虑另一情形，设 g = y(s)x(r) ∈ YX，其中 s, r ∈ C。先取 z = s1s2，计算

得到

gzg−1 = y(s)x(r)s1s2x(−r)y(−s) =

∗ ∗ ∗
∗ (λ+ a)2 −2((a2 − 1)r2 − 1)2

∗ −1
2
µ2 (λ− a)2

 ,

其中

λ = r + s+ r2s− a2r(1 + rs),

µ = (1− a2)(1 + rs)2 + s2.

同样由于 a 6= 0，对角线上的 (λ + a)2 和 (λ − a)2 不能同时为零，因此 gzg−1 /∈
ωH，即 gzg−1 ∈ H，从而

−2((a2 − 1)r2 − 1)2 = 0, 即 r2 =
1

a2 − 1
∈ R<0,

µ = (1− a2)(1 + rs)2 + s2 = 0, 即 (1 + rs)2 =
s2

a2 − 1
= r2s2.

从第二式的 (1 + rs)2 = r2s2可得到

1 + 2rs = 0, 即 s = − 1

2r
.

现在 r和 s的取值只剩下两种可能，

r =
i√

1− a2
, s =

i
√

1− a2

2
或 r =

−i√
1− a2

, s =
i
√

1− a2

−2
.

若为前者，取 z = s1s3，计算得

gzg−1 = y(
i
√

1− a2

2
)x(

i√
1− a2

)s1s3x(
−i√

1− a2
)y(

i
√

1− a2

−2
)

的 (3, 1)-元素为
θ

2
√

1− a2

(
i(b− ac)− c

√
1− a2

)
.

但是 θ, c ∈ R×，这个数显然不为零，矛盾。我们的目的达到了。
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Kowalenko，Christian Williams等几位研究生在学习上和生活上给予我很多帮助
和照顾，也让我见识到了他们在学术上的热情和纯粹。前往纽约石溪参加会议

时，Ethan与我同行，旅途中他在各方面为我提供了很多帮助。在此对他们表示
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考核和答辩的秘书工作。

幼时我体弱多病，十几年的运动让我现在有一个相对健康的身体。这要感
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